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위대한 령도자 김정일원수님께서는 다음과 같이 말씀하시였다. 

〈〈기초과학교육에서는 수학교육을 강화하는것이 특별히 중요 
합니다. 수학은 모든 자연과학의 기초의 기초입니다.》 

수학은 모든 자연과학의 기초의 기초이며 수학을 모르고서는 과학 
기술분야에서 나서는 모든 문제들을 원만히 풀어나갈수 없다. 

특히 중학교 수학교육은 학생 들의 과학적 인 사고능력 을 키 우는데 
서 매우 중요한 의의를 가진다. 

이 참고서는 제1중학교를 비롯한 중학교에서 취급하고있는 수학교 
육내용을 기본으로 하면서 현실발전의 요구에 맞게 중학생들의 전반적 
인 수준에 맞으면서도 수학지식들사이의 긴밀한 호상련관을 지어주기 
위한 문제들과 사고를 보다 폭넓고 깊이있게 키워주기 위한 새로운 형 
태의 문제들로 구성되여 있다. 

대수，기하, 해석수학초보 등의 여러가지 지식들을 13개 부분으로 
나누고 부분별 로 1) 문제 풀이방법， 2) 련습문제 , 3) 자체 시 험 문제 등으 
로 갈라서 내 용별로，형 태 별로 묶어주었으며 여 러 가지 시 험 문제 들도 
제 시 하였 다. 

우리 는 분과 초를 아껴가며 열심 히 학습하여 강성 대 국건설을 떠메 
고나갈 유능하고 실 력있는 인재 들로 자라나야 한다. 



1 . 모임과 명제, 함수 


1) 문제풀이방법 

례 1. 전체모임이 E={ xlx 2 -22x + 40< 0 ( x £Z)}, 부분모임이 
A ={ x|x = Ak-l (k ez )}, B={x|x = 3 A : (k ^Z)}, C = {20 이 
하의 씨수}， B={x\x = 2k (k £Z)} 일 때 다음 모임을 구하여 라. 

AHB, AUB, BHC, 5, CHD, AHD, CflD, C UD 
(풀이) E={jc|2<jc<20(jc £Z)} 이므로 
AnB={3, 15} 

AUB={3, 6, 7, 9, 11, 12, 15, 18, 19} 

BflC={3} 

D = {3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19} 

CnD = {3, 5, 7, 11, 13, 17, 19} 

AHD=0 

CflD = {4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18} 

C UD={4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15 ， 16, 18} 

례 2. 전체모임이 E={1, 2, 3}, 부분모임이 AUB={2} 일 때 가 
질수 있는 A 와 묘의 쌍은 얼마인가? 

(풀이) 문제의 의미로부터 AUB={1, 3} 이므로 

A={1} ， B= ⑶; A={3}, B={1 }； A={1, 3}, B={3 }； 
A={1, 3}, B={1}; A={3}, B={1, 3 }； A={1}, B={1, 
3 }； A={1, 3}, B={1, 3 }； A=0, B={1, 3 }； A={1, 
3}, B=0 
즉 9 개 

례 3. 직각자리표계에서 점 (一 2, 3) 과 (2, 4) 의 모임을 표시하는것 
은 ( ) 이다. 

A. M={Xj = — 2, y x =3, x 2 =2, y 2 =4} 

B. N={(x , >0|| 지 =2 ， y 1 =3, y 2 =A] 

C. SHU, y)\(-2 f 3) ， (2 ， 4)} 

D. T={-2, 3 ， 2 ， 4} 

(■ 이 ) C 
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HI 4. 1) P={x|x = 2n + 1 (n ^Z)}, Q={x|x = 4A:±l(A ： eZ)} 일 

때 P, Q 의 관계는 ( ) 이다 . 

A. P〔Q B. P = Q 

C. PDQ D. P 퓨 Q (또는 P(XQ, P 方 Q) 

2) x, 이고 실수모임 P ={ 《《 = ;c 3 +3;c + l } 과 Q = 

{사 = _y 2 -3_y + l)} 의 관계는 ( ) 이다 . 

A. PCQ B. P=*Q C. PDQ D. P 共 Q 
( 풀이 ) 1) B 

• ， 2n + \ = 4-- + l 
2 


„ 이 짝수이 면 - EZ 


2 

2n +1 = 4A: +1 


자이 홀수이면 


2 ” + 1 = 4 1 +1 


4- 

r 穴 +i 

n 

+ 1 = 4 - 

( " + 1、 


l 2 

" 2 ； 


ᄂ 2 J 


쓰土上 GZ 즉 2n + \ = Ak-\ 

2 

PCQ 

한편 4k + l = 2-(2k) + \ 

2 灰 £Z 이므로 4k + l = 2n+\ (n eN) 
4k-l = 2-(2k-l) + l 
2 分 一 l£Z 이므로 4k-\ = 2n + \ (n GN) 
... QCP 
... P = Q 
2) B 



r 3 〉 

2 9 

r 3 、 

s = 

x + - , 

+ 1 -- = 

x + — 


^ 2 ； 

4 

^ 2J 


一 1 이므로 
4 



4 



y- 


+ i- 


y- 


Q 




... P = Q 
례 5. 두 모임이 

A= {x| log 3 (2-x) < 1} ， B= {x x 2 - a(a + 1)1 + 公 3 < 0} 

일 때 BCA 가 성 립 하기 위한 a 의 값범 위 를 구하여 라. 

f2-x<3 

(풀이) log 3 (2-:c)<l 이므로 ] 

匕2 _ x > 0 

... -l<x<2 


x 2 - a(、a + l)x + 幻 r 3 < 0 
(x - a)(x - a 2 ) < 0 

a < x < a 1 또는 a 2 < x < a 
... A= {x | —1< x <2} 

BCA 이므로 一 l<a<2 또는 一 1< 次 2 <2 

一 1 ^ 公 < V 2* 

례 6. M={x|x = a 2 +l(o GN)}, P={y\y = b 2 -4b + 5(b eN)} 
일 때 M 〔 P 임 을 증명하여 라 . 


(SS) 임의의 ;c 0 £M 에 대하여 


Xq = Gq +1 = [o,q + 2)2 — 4(Oq + 2) + 5 


公 0 g N 이 므로 a 0 + 2 £ N 


x 0 £P 즉 MCP 

한편 b =2 일 때 );=1 1GP 

x = a 2 +1>0 이므로 1 安 M 
M 유 P 이므로 MCP 

례 7. A={x|x 2 - 7 + 10<0}, B={x|x 2 + ax + b <0} , AflB=0, 
AUB=Oc|;c-3<4<2;c} 일 때 a, 스의 값을 구하여라. 
( 풀이 ) A= 너 (x - 2)(x - 5) <0} = {x|2<x<5} 
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AHB =0, AUB ={ jc |2< jc < 가이므로 
B = { x | 5 < x < 7 } 

= {x | ( x -5)( x -7) < 0 } 


: {x | x 2 -12 ᄌ + 35 < 0 } 


즉 a = — 12, b =35 


HI 8. M = j ( x , y ) 


게 N = {(ᄌ, 少) 卜: 2 +( 少 - 公) 2 =9} 일 때 


MAN 뉴必의 필요충분조건을 말하여라. 


(■[) MflN 뉴0각 


少: 


2 X 


는 실수줄이를 가진다. 


• x 2 + { y - a ) 2 =9 


다 방정 식 (少一次) 2 +2少 = 9 즉 少 2 -2(公 一1)少 + 次 2 -9 = 0 
의 풀이가 부 아닌 실수이다. 




D = 4( a - l ) 2 -4( a 2 -9)>0 


y x + y 2 - 2( 次 -1) > 0 석 >3< a <5 

•少 2 = a2 -9>0 

따라서 필 요충분조건은 a e [3, 5] 이 다. 

3)1 9. 모임 A= {x I — 2< x <4}, B= { x | Ixl < a)A 주어졌다. 


1) ADB 일 때 실수 以의 값범위를 구하여라. 

2) An 豆일 때 실수 a 의 값범 위 를 구하여 라. 

(풀이) 1) 이 면 |; c|<a 의 풀이모임 은0 

즉 g <0 일 때 B=0CA 
a 〉0일 때 


B = { x \ - a < x < a ) 
Bc = A 


a <4 

今) < - a >-2 ^ 0< a <2 

a > 0 


따라서 a e(-oo, 2 ] 일 때 BCA 가 성립 한다. 

2) g <0 일 때 B=0 국 B=R 국 AH B=AHR=A^0 
公〉 0 일 때 B= {지一次 < ᄌ < 次 }국 B ={ x \ x > a 또는 
x < a , a > 0 } 
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，- — a > 4 

한편 AflB =0 다 < =4 a > 4 

[-■ 幻 ! < 2 

... a ^ [4, + °° ) 

례 10. 다음 명제의 거물，안，거물안명제를 쓰고 그 진리성을 밝혀라. 

1) x , 少 £ R 가 :이 면 x = 0 또는 7 = 0 이 다. 

2) 실수 x , 少가 x>2, 少 >3 이면 义 +少 >5 이다. 

3) 2등변3각형의 두 옆변에 그은 높이는 서로 같다. 

(풀이) 1) 본명제: x , 少 가 산 = 0이면 x = 0 또는 少 = 0 이 다. 

(참) 

거꿀명제: x , 少 가 x = 0 또는 7 = 0 이면 jcj = 0 이 
다. (참) 

만명제: x, y 가 ᄌ少 균 0 이면 ᄌ숏0 이고 j 숏 0 이 
다. (참) 

거꿀안명제: jc , 少 e R 가 ;c 균 0 이 고 j 부 0 이 면 jcj 부 0 이 
다. (참) 

2) 본명제: 실 수 ᄌ, 少 가 x > 2 , 少 一 3 이 면 义 + v > 5 이 

다. (참) 

거꿀명제: 실수； c , 少 가 ᄌ + _y > 5 이면 x>2 , 少 > 3 이 
다. (거 짓) 

만명제: 실 수 ᄌ, J 가 x < 2 또는 j < 3 이 면 ᄌ + 少 < 5 이 
다. (거 짓) 

거꿀안명제: x + j <5 이면 x<2 또는 少<3이다.(거짓) 

3) 본명제: 3각형 이 2등변3각형 이면 두 옆 변에 그은 높이 는 

서 로 갈다. (참) 

거꿀명제: 3각형에서 두 변에 그은 높이가 서 로 갈으면 이 
3각형 은 2등변3각형 이 다. (참) 

만명제: 3각형이 2등변3각형이 아니면 임의의 두 변에 그 
은 높이는 갈지 않다. (참) 

거끌안명제: 3각형의 임의의 두 변에 그은 높이가 같지 않 
으면 이 3각형 은 2등변3각형 이 아니 다. (참) 

례 11. /가 모임 R 十의 R 우로의 넘기기이고 
/ ： x -> lgx (x £ R +) 

이 면 1대1넘 기 기 라는것 을 증명하여 라. 

(§ 명) /가 넘기 기이므로 /가 1대1이 라는것만 밝히면 된다. 
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① 지 부사 이 고 x ,, JC 2 £ R + 라고 하면 
Jl =lg^l. J 2 = l §^2 
이 고 기， _ y 2 £ R 일 때 

Ji -J 2 =lg^ -lgx 2 =lg — 

ᄌ 2 

지 균 사 이 고 x ” x 2 £R + 이 므로 — ^ 1 
" 1 ᅳ 사 


ig — ^0 즉 凡부此 

x 2 


② 기 G R 이 고 y 3 = lgx 3 이 면 X 3 = 10 >，3 > 0 


._. x 3 eR 

따라서 요의 매 원소가 모두 R 十의 원상을 가진다. 

①, ②로부터 /는 R + 의 R 에로의 1대1넘기기 이다. 

례 12. 바른4각형 ABCD 의 변길이가 1이다. 한 점 모가 점 A 로부 
터 출발하여 바른4각형의 변들을 따라 A — B ᅳ C ᅳ D — A 로 
움직인다. P 가 지나간 거리를 x 라고 하고 AP 2 을 少로 할 
때 j 를 x 로 표시하고 그라프를 그려 라. 


(풀이) 점 모가 AB 에서 움직일 때 실례로 점 묘까지 운동했다고 하자. 


그러면 
AE = x , 

AP 2 = y = x 2 (x ^ [ 0 , 1]) 

점 모가 BC 에서 움직일 때 실례로 점 
M 까지 운동했다고 하면 
AB + BM = x , 

AP 2 = j = AB 2 + BM 2 = 1 + (x-1) 2 



(x e [1, 2]) 

점 P 가 CD 에서 운동할 때 실례로 N 까지 운동했다면 


x =2 AB + CN , ND = 3 -x 
AP 2 = AD 2 + ND 2 = 1 + (3-x) 2 (x e [ 2 , 3]) 

점 P 가 DA 에서 운동할 때 실례로 Q 까지 운동했다고 하면 
x =3 + DQ , AQ = 4 — x , 

AP 2 = j = AQ 2 =(4- x) 2 (x e [3, 4]) 


따라서 다음의 함수의 식 이 얻어 진다. 
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x 2 (x e [0, 1]) 

( x - l) 2 +l ( xe [ l , 2]) 

_ < (3- x ) 2 +1 (x e [2, 3]) 

(4 - 지 2 (x€[3, 4]) 

그라프는 그림 1 一 2와 같다. 그림 1 一2 

례 13. 구간 [一 1, 1] 에서 2차함수 /(jc) = jc 2 +ax + 4 의 최대값과 
최소값을 구하여 라. 

/ \ 2 2 

( S 0[) /( x ) = x 2 + ax + 4 = x + — +4- — 

l 2J 4 

- — < -1 즉 a 〉 2 일 때 
2 

少최소 = _/ X _ l ) = 5 — a , J 최대 = fi \) = 5 + a 

-— > 1 즉 o <-2 일 때 
2 

少최소 = ■/'( l ) = 5 + 幻 ! ， J 최대 =/ X —1) = 5 — 幻! 

- l <--<0 즉 0< a <2 일 때 
2 

J 최소 =/ _| =4 — ^_， 少최대 =/(1) = 5 + a 

V 14 

0<--<1 즉 一2< a <0 일 때 
2 

J 최소 =/— | =4-즉一， J 최대 =/(-1) = 5 _a 
V 1 ) 4 

례 M . 구간 U ， 나1]에서 함수 /( x ) = x 2 +2 x + 5 의 최소값이 
께>)이 다- ᄍ⑴ 의 함수식 을 구하여 라. 

( S 0[) f ( x ) = (x + 1) 2 + 4 

• x 〉 一 1 일 때 /(功는 증가한다. 

; c<-l 일 때 /( x ) 는 감소한다. 

I 다리써 
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t ~ +2^ + 5 (, 〉 — 1) 

( p { x ) = < 4 (-2 < t < -1) 

(t + l ) 2 + 2 (t + l ) + 5 = t 2 + 4 t + S (t < -2) 

례 15. 함수 J = /( x ) 뜻구역 요에서 홀함수이 다. x 〉0 일 때 

/⑵ = 지ᄌ -1)이 라고 하면 /⑶를 구하여 라. 

(풀이) /⑴ 가 요에서 홀함수이므로 /(- x ) = -/( x ) 

■•- /(0) = -/(0) 

••• 八 0) = 0 
x < 0 일 때 

f ( x ) = = - [- x(-X - 1)] = - x(x + 1) 

x(x -1) (x > 0) 

••• /(x) = <0 (X = 0) 

- x(x + 1) (x < 0) 

례 16. 다음 함수들의 뜻구역을 구하여라. 


1} y= ^h +rx+ilgxy ~ 2 
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2 

x > —— 

. 3 

. . < 

1 2 1 

一一 < x <3 또는 x > — 또는 x < 一一 

I 2 3 2 

따라서 뜻구역은 -< x <3 
3 

례 17. 다음 함수의 값구역을 구하여 라. 

1) T = log x j + log v x 

2) J = /( X ) 가 방정 식 2 x 2 - 2 xy + j 2 - 6 x - 4 j + 27 = 0 
을 만족시 킨다. 

(풀이) 1) 뜻구역은 { x |0< x<l Ux > l } 
log x y = f 로 놓으면 

T = t + - 즉 t 2 + 1 = 0 
t 

D = T 2 —4>0 이므로 T >2 또는 T <-2 이다. 

따라서 0<义<1, 0<기<1 일 때 또는 x > 1, 7〉1 일 
때 값구역은 Te [2，+ oo ) 이고 0< x < l , y >\ 또는 
x > 1, 0<少<1 일 때 값구역은 T g (-00, —2] 이다. 

2) 2 x 2 - (2 y + 6 )x + (少 2 - 4 少一 27) = 0 (x ^ R ) 

D = [-(2^ + 6)] 2 -8(/-4 j ；-27) 

= - Ay 2 4 - 56 y -180 > 0 
y 2 - \4 y -\- 45 < 0 

따라서 값구역은 5< y <9 
( \2 

ai 18. 1) 함수 y = log 1 X -logi : c 2 +5 (2<: c <4) 의 최대값 
V 4 J 4 
과 최소값을 구하여라. 

2) 少 2 =4-4(> + 2) 2 일 때 x 2 + j 2 의 최대값과 최소값을 
구하여 라. 

3) 함수 y = log 5 、 l 2 x 2 -4 x + 7 의 최 소값을 구하여 라. 
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/ \ 2 

(■[) 1) y = log ! x -1 +4 

V 4 J 

따라서 2< jc <4 일 때 단조함수이고 
ᄌ = 2 일 때 logj x = log ! 2 = 

4 4 2 

ᄌ = 4 일 때 logj x = logj 4 = -1 

4 4 


少최소 


2 


+ 4 


25 

T 


少최 ■대 


2 2 +4 


2) x 2 + j 2 = x 2 + 4 - 4 (x + 2) 2 


-3 x z -16 x -12 = -3 |x + -| + — 

、 3. 

/ =4 —4 (;c + 2) 2 이므로 (x + 2 f <1 
.. — 3 ^ x ^ — 1 


o oo 

；c = 一으 일 때 x 2 +_ y 2 은 최대값 스으 을 가지고 
3 " 3 

일 때 x 2 + j 2 은 최소값 1을 가진다. 

3) 2차3마디식 2 jc 2 -4ᄌ + 7 에서 a = 2>0 

D = (-4) 2 -4-2-7<0 

2 x 2 -4 x + 7 = 2( x - l ) 2 +5 

x = 1 a 때 2 x 2 -4 x + 7 - c - 최 소값 5 를 가진 다. 

따라서 刀: = 1일 때 7최소 = log 5 、 j 2 x 2 -4 x + 7 = 옹 
f x x 2 1 1 

례 19. 1) f - — =—^ + —일 때 /(; c ) 를 구하여라. 
y X J X X 

2) /{/[/ ⑴]}=27그:+ 13일 때 /⑶를 구하여라. 

x 2 +1 1 x 2 — 2 x + l 2 1 

—— —+ — =- - - + —+ — 

X X X X X 


(■[) 1) / 


x -1 


X 


느 _1、 2 


X 


x-l 


X 


+ 3 


X = -1 


이다. 
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• • / ( x ) = x 2 -3 x + 3 

2) /(ᄌ) = 따 + & 라고 하자. 

/[/ ( x )] = a (ax + b ) + b = a 2 x + b(、a +1) 

/{/ [/( x )]} = f [ a 2 x -\- b ( a -\- l )] = a [ a 2 x + b{a + X)\ + b 
- a 3 x + b ( a 2 + a + 1) 

/{/[/( 功]} = 2 느 + 1 3 이 므로 결 수비 교법 에 의하여 
( a 2 =27 

< 즉 公=3，ᄌ = 1 

[ b ( a 2 +a + l ) = 13 

/( x ) = 3 x +1 

례 20. 다음 함수의 그라프를 그려 라. 

1) log x j = log v x 2) j = | log 2 | x || 

3) y = \2 x -2| 4) j = 2 |log2jr| 


5) y = x -\~ — 
x 



x(x + 1) 
x + 1 


(풀0 1) 1) — = log x j ， (log x) 2 = 1, 

log 나 

log ,, X = ±l 
ix = y (x > 0, x ^ 1) 

•’ \ x-y = l 
(그림 1-3 을 참고) 



2 ) 


3) 


원함수를 log 2 | 뇌20 과 log 2 | x |<0 

으로 변형할수 있 다. 

log 2 (- x ) (x < - l ) 

— log 2 ( — x) (— 1 < x < 0) 
y / 、 

- log 2 x (0 < x < 1 j 

log 2 X (x > l) 

(그림 1-4 를 참고) 

J = |2 X -2| 
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4) 


2 X -2 (x>l) 
1 -V (x<l) 


(그림 1-5를 참고) 


j = 2 |log2x| 


X (x > 1) 

丄 (o < X < 1) 


(그림 1-6 을 참고) 



5) xy = x 2 +1 
X 2 -xy-\-\-0 

v±Vj 2 -4 

지，^2^ 

따라서 y 2 또는 y 드 一 2， 

7 = ±2 일 때 x = ±1 
곡선의 정점은 (1，2)， (-1, 一 2) 이다. 

그라프는 ;; 축과 직 선 少 = ；c 사이 에 놓인다. (그림 1-7 을 
참고) 





6 ) 


x(x + 1) 

X + 1 


x (x > -1) 

— x (x < — 1) 


(그림 1-8 을 참고) 
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례 21. 다음 그라프의 함수의 식 을 구하여 라. 



그림 1一9 그림 1一10 그림 1 一] 1 


2 x (x > 1) 2 x (0 < x < 1) 

2 (0 < x < 1) 2 (1 < x < 3) 

(풀이) 1) y = \ 2) 니 

- 2 x + 2 (- l < x <0) " 3 (3 < x < 4) 

0 (x < -1) [4 ( x >4) 



례 22. 다음 함수의 짝홀성을 밝혀 라. 

1) /⑴ = In 누 」^ (x e (-1, 1)) 

1 + x 

2) 八 x ) = x n - x— n 

3) a > 0 , a ^ l , g ( x ) 가 홀함수일 때 

/⑶ = ( a - l ) g ( x ) f - + ᄉ 

ya -1 2 ) 

4) /( x ) , 义 가 af ( x ) - bf {- x ) = cx + dx 3 -|- 만족시 키 
고 <3 , b , c , d 는 모두 0 이 아니 다. | a | 시/)| 일 때 
/⑶의 식 을 구하여 라. 

(풀이) 1) 홀함수 

x e (-1, 1) 일 때 

/ ( x ) = In- __— = ln(l - x ) _ ln(l + x ) 

1 + x 

한편 f (- x ) = ln(l + x )- ln(l - x ) 
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= - [ ln(l - x ) - ln(l + x )] = - f ( x ) 

이 므로 홀함수이다. 

2) n 이 짝수일 때 짝함수，«이 홀수일 때 홀함수 
«이 짝수일 때 즉 n = 2 k 

/(- x ) = (- x ) 2 ^-(- x )^ 

= ( x 2 ) k -( x 2 r k = x 2 k - x - 2 k = f ( x ) 


따라서 7 = 났 "은 짝함수 
n 이 홀수 즉 n = 2 A : +1 일 때 
/(- x ) = (~ x) 2k • (- x ) - (~ xy 2k • (- x )' 1 

= x 2 k (- x ) + x - 2 k - x - 1 - x 2 M + x ^ 2k+1) 


-( x 2 k +1 - x - (2k+1) ) = - f ( x ) 


J = X ” - x _” 은 홀함수 

n = 0 일 때 /( x ) = 0, /(지 는 짝함수 또는 홀함수이 다. 
3) 짝함수 

g (-^) = ~ g ( x ) 이 므로 

1 


f (- x ) = ( a - l ) g ( x)j 
= -( a - l ) g ( x ) 


- + - 


U 사 —1 2 


1 

- H - 

2 


—( 公一 l)g ⑴ 


( a - l ) g ( x ) 


( a - l ) g ( x ) 


1 네 —1 J 

，니 — - 1 1 


a x -I 2 

1 


a x -l 2 

1 1 
■ + — 


U x -1 2 

따 라서 / ( x ) 는 짝함수 이 다 . 

4) 홀함수 

af ( x ) - bf {- x ) = cx + dx i 
이므로 

af (- x ) — bf (、 x ) = -(cx + dx 2 ) 


m 


① 
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② 



① + ② 하면 

4 /⑴ + f(~x)] - b[f(-x) + /⑴] = 0 
H 시公 | 이 므로 f(x) + f(-x) = 0 

n-x) = -nx) 

따라서 /( JC ) 는 홀함수이다. 

식 ①로부터 af (x) + bf(x) = cx + dx^ 

1 3 

... /(x) = - (cx + dx ) 

a + b 

3(1 23. /( ᄌ ) = 따 3 +义 2 + 公 x -8 이 고 /(-2) = 10 일 때 /(2) 의 값 
을 구하여 라. 

(풀이) 玄 ⑶ = a;c 3 +fec 라고 하면 g(;c) 는 뜻구역 요에서 홀함수이 고 
f(x) = g(x) + x 2 -8 이 다. 

f (-2) = g (-2) + (-2) 2 -8 = 10 
g (-2) = 14 
g (2) = -14 

f(2) = g (2) + 2 2 -8 = -14-4 = -18 
/(2) = -18 

1 _1 

ai 24. j = x 2 — ᄌ 조일 때 

1) J = /( 지가 뜻구역 에서 증가함수라는것을 증명 하여 라. 

2) y = /(x) 가 거 물함수를 가진 다는것 을 증명 하고 그 거 꿀 
함수를 구하여 라. 

( S 명) 1) 함수 /(지 의 뜻구역 은 R + 이 고 함수의 값구역은 R 이 다. 

차 > jc 2 > 0 이 라고 하면 

1 _1 1 _1 
/(X)-/( 々 ) = 지 2 - ᄌ I 2 -A + 사 2 
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X \ ~ X 2 > 0 , 1 + - - 〉 0 이 므로 

(사 2 ) 2 

/( 이)-/(ᄌ2)〉0 

따라서 少 =/(功는 뜻구역 에 서 증가함수이 다. 

2) /( JC ) 는 증가함수이 므로 

차사 2 ( 지， X 2 £R — )， f ( x l )^ f ( x 2 ) 

따라서 거 꿀함수를 가지 므로 y = x 2 -x 2 로부터 

r i v i 

- x ^ y-l = 0 


\ _ 少 土 y 少 2 +4 
ᄌ 1 ， 2 _ 2 

丄 v + Jv 2 +4 
〈〈 +》값만을 취하면 X 2 =느】스 —— 

2 

거물함수를 구하면 

은 x +、Jx 2 + 4 

y z = - 

" 2 

즉 y - ~( x：2 + x、lx 2 +4)+1 (x e R ) 

례 25. 제 곱함수 /( jc ) = jc ™ H 3 (m £ Z ) 의 그라프가 少 축에 관하 

여 대 칭 이 고 x 축 ， j 축과 사귀 는 점 은 없 다. 

1) 그라프를 보고 함수의 뜻구역, 값구 
역을 확정하고 함수의 짝홀성을 밝 
혀 라. 

2) 함수의 식을 구하여 라. 

(풀이) 1) 뜻구역 {x \ x^O, xeR } 

값구역 {j I J>0} 

따라서 함수는 짝함수이 다. 

2) 함수가 1사분구에서는 감소하므로 m 2 -2m -3<0 즉 
-\< m <3 , 이므로 m 은 0，1, 2뿐이다. 그런데 

함수가 짝함수이므로 m = l 뿐이 다. 




례 26. 


(aoo 


례 27. 


f { x ) = x 


함수 j = log a x (o > 0 , x 〉 l ) 의 
그라프가 세 점 A , B , C 를 가진 
다. 그것들의 가로자리표는 m , 
m + 2 , m + 4 이다. 

1) AABC 의 면적을 S 라고 하면 
S = f ( m ) 을 구하여 라. 

2) 함수 S =/( m ) 의 값구역 을 구하여 라. 



3) 이 함수가 증가함수인가 감소함수인가를 판정하여 라. 


1) 크제형 + §제형 b BiCi c — 은제형 AAjC ^ = 

= [ log fl m + log fl (m + 2)] + [ log fl (m + 2) + log fl (m + 4)] 
- 2[ log fl m + \ og a {m + A )] 


= 2 log " (m + 2) - log fl m(m + 4) 


log, 


{m + 2) 2 

m(m + 4) 




1 + - 


4 


m 2 + 4 m 


2) m>l 이므로 m 2 +4 m 〉5 이다. 


J 


1<1 + 


4 

m 2 + Am 



5 


( 9、 , , 

S =/( m ) 의 값구역 은 0, log fl - 이 다. 

V 5 j 

m>l 이므로 m 2 +4 m 은 증가한다. 


따라서 ——은 감소한다. 
nT + Am . 

a〉l 이므로 S = f ( m ) 은 감소함수이다. 


그라프는 1개 함수의 그라프이고 
그우에 A ( —1，2)， B (0, 4), C ( l , 
3), D (2, 一 1) 이 있다. 점 A 의 
왼쪽 곡선은 지수함수곡선의 일 
부분이고 곡선 AB 는 다른 지수 
함수 c • a x ( c ： 상수) 의 그라프 
의 일부분이고 곡선 BCD 는 1개 
2차함수의 그라프의 한 부분이고 
점 D 의 오른쪽은 로그함수의 일 



■> 

x 
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부분이 다. /⑶를 구하여 라. 

(풀이) 그라프로부터 함수 /( X )의 뜻구역 은 각각 (ᅳ。0, 여1]，[ — 
1， 0], [0, 幻 , [ 2 , + oo ) 이 다. 

( 一 00 , — 1] 에서 少ᅳ 로 하고 점 A 의 자리표를 대입하면 

-19 .1 

a = 2 . . a = —— 

2 




2 


[―1, 이에서 少 2 = c 내""로 하고 두 점 A , 묘의 자리표를 갈 
아넣 으면 c = 4 f a - 2 

:. y 2 =4(2 x )=2 x+2 

[0, 2] 에서 = a ; c 2 +&c + c 로 하고 세 점 B , C , D 의 자 
리표를 갈아넣 으면 

3 L 1 , 

a = —— , b = — , c = 4 
2 2 

_ 3 2 1 

Vo ——X H -X + 4 

3 2 2 

[2, + oo ) 에서 y 4 = log fl x 5. 하고 점 D 의 자리 표를 갈아넣 


-면 a 


2 


y 4 = log 丄义 

2 

따라서 구하려는 식은 


/ ⑴ 


2 


2 . 

x+2 


(xe(-co, -1)) 

(xe[- 1, 0)) 


x 2 +—x + 4 (x g [0, 2]) 


logi X 


(xe[2, +oo)) 


례 28. 1) 公 2 〉公〉公〉 1 일 때 log fl 公 , log^ a , log ft —， log 6 — 

公 a 
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들을 작은것으로부터 큰 순서로 배렬하여 라. 

2) n i ^ , '4^ ( a >0 , a ^\, «〉1)의 크기를 비교 
하여 라. 

(풀이) 1) 公〉 a 〉1이므로 ->1, -<1 

a 公 

公 >1 이므로 log 6 - > log A ^ 
a 公 

公〉 a 〉 1 이 므로 log 스 公 > log 스 a , 0 < log ^ a <1 


log , a 

아 10 아 : 농 1 이 〉 0 


log fl b > log fe a 


log, a - log 6 - = log, 는 〉 0 

a 公 

i a i 公 
log ft - > log, - 
公 a 

크기 순서 로 배렬 하면 

log, ^ < log 6 - < log, a 
公 a 


2 ) 


n 4a^ 


n(n-\) 


1 


n 4 a ^ n ( n -\) 

0< o<l 일 때 <'4 a ^ 

a 〉 1 일 때 n 4 a ^ >'4 a ^ 


> 0 이 므로 


례 29. 가 어 떤 값일 때 함수 y = — -의 값이 부가 

ᅳ 9 X -2 3 X -1 

아니겠는가? 

(■ ᅵ) 3 X 이 라고 놓으면 9 l = t 2 
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(2,-1)(，-3) 

{t — yf2)(t + 、 / 호 )(, — 1) 


<0 


효>0이므로 웃식의 풀이는 te 

丄있 <1일 때 - < 3 X < 1 
2 2 


ilu(V2, 



... log 3 ^ < x < 0 

、/1<以3 일 때 V 2 < 3 X < 3 

... log V 2 < x < 1 


2 ) 련습문제 

一 선택문제 

1. 다음의 매개 관계가운데서 정확한것은 ( ) 이다. 

A . 임의의 모임 보에 대하여 0 CM 

B . M ={ l , 0, {2}} 에 대 하여 {2 }eM 

C . MDM = {0} D . {0}={ O } 

2. 다음의 매 개 명 제가운데 서 서 로 갈은것 은 ( ) 이 다. 

A . 《 Acb 》 와 《AUB = B > 

B . 《 meA 》 와 《 meAUB 》 

C . 〈〈 neAnB 》 와 《 meB } 

D . 〈〈 peAnB 》 와 〈〈 peAUB 》 

3. 다음의 명제 

1) 은 ;c 에 관한 한변수2차방정식이다. 

2) 포물선 j = fcc 2 -1과 x 축은 적어도 한개 사귐점을 가진다. 

3) 씨 수가 아닌 홀수는 존재하지 않는다. 

4) 서로 포함하는 두개 모임은 서로 같다. 

가운데서 옳은 명제의 개 수는 ( ) 이 다. 

A . 0개 B . 1개 C . 2개 D . 3개 

4. 다음 4개 명 제가운데 서 정 확한것 은 ( ) 이 다. 

A . 제 곱함수의 그라프는 모두 점 (1， 1) 과 점 (0， 0) 을 지난다. 

B . 제 곱함수의 그라프는 4사분구에 서 존재하지 않는다. 

C . y = ; c ” 에 서 n 〉0 일 때 함수값은 ;c 가 증가할 때 증가한다. 
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D . j = 에서 «<0 일 때 1 사분구에서 함수값은 x 가 증가할 때 
증가한다. 

5. 함수 7 = log ( 2 ᆻ D 의 뜻구역 은 ( ) 이 다 • 

A . (1, + oo ) B . (2, + oo ) c . (1, 2] D . (1, 2) 

6. log 2 3 = p , log 3 5 =《 일 때 p , q 를 리 용하여 lg 5 의 값을 표시 하 

면 ( ) 이 다. 

A . p 2 + q 2 B . — {2 >p + 2 q ) C . 배 D . pq 
5 1 + pq 

7. 함수 j = g ' +g ' 의 거물함수는 ( ) 이 다. 

" 2 

A . y = ln(x +、/x + l ) B . y = ln ( x - yx 2 -1) 

C . j = ln(x ± Vx 2 -1) D . 존재 하지 않는다. 

8. 지수함수 /(; c ) = ( a 2 - l) x 에서 ;ceR 일 때 감소함수이면 a 가 취 

할수 있는 값범위는 ( ) 이다. _ 

A . | o | > 1 B . | a | < V 2 C . a > V 2 D . 1 < | a | < -Jl 

9. 주어 진 a , b , c 에 대 하여 방정 식 ax 2 + + c = 0 과 함수 y = ax 2 

+ 公; c + c ； 의 그라프는 그림의 ( ) 과 같다. 



-回 1 一 15 


- 빈칸재우기문제 

10. 어 떤 명 제 의 거 꿀명 제 가 《 a , b , c e N , a , b 가운데 적 어 도 한개 


가 c ； 의 배수이 라면 a'.b 는 반드시 c ； 의 배수이다.》라고 하면 이 

명제의 안명제는 _이고 기본명제는 _명제 (참 또는 거짓)이 

며 안명 제 는 _명 제 (참 또는 거 짓 ) 이 다. 


11 . 


함수 _y = _x + m 과 j = ra ： — 6 이 


서로 거꿀함수이면 


m = 


n = _이 다. 
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12. 0<公<1, 公〉6〉0 일 때 log a log fl 公, log A - 의 크기순서 

公 公 


13. 함수 A . y - X 1 B . y = x^ 2 C . y = \fx D . 7 = | 에 대 하여 다 

음 조건을 만족하는 함수를 모두 표시하여 라. 
f(x) = -f(x) 를 만족하는 함수는 _ 

/야 + _ y ) = 八 x ) + 八 _ y ) 를 만족하는 함수는 _ 

( 0 1 

/ - = —— 를 만족하는 함수는 _ 

UJ /⑴ 

/切) = 八지•八 y ) 를 만족하는 함수는 _ 

14. 함수 y = -、lx - 1 의 거 꿀함수는 _ 

X 2 ( ᄌ〉 0) 

15- f{x) = \e (x = 0) 일 때 /{/[/(_2)]} = _ 

0 ( x <0) 

l - x 2 

16. 함수 7 = log a ? 은 (-1， 1) 에서 _함수(홀 또는 짝)이 다. 

( 1 +?) —— 

17. 함수 y = a xl ^ x+1 ( a >0, a 부 1) 의 증가구간은 _이 고 감소구간 


- 해답문제 

18. A = \ xx 2 -ax + a 2 -19 = o] ， B = | x | log 2 ( x 2 -5 x + 8) = l |, 

C = { x |; c 2 +2; c -8 = o } 이 고 Af 1 B ]0, Af 1 C = 0 일 때 o 의 값을 
구하여 라. 


19. Acb 이면 Bc = A 이고 그 거물도 성립한다는것을 증명하여 라. 

20. 실수 x , 少 에 대 하여 x 2 보 乂 2 이 면 x 균 라는것 을 증명 하여 라. 

21. 다음 함수의 그라프를 그려 라. 

广?、나 

1) y = — 2) y = (1 + x)(l - | x |) 3) y = \ x 2 - l | + 2 x 

v2y 

4) 少 = log 2 sjx + \ 
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22. 함수 ； Y + 4 의 값을 구하여라. 

jc — x — 2 

23. 八 ab ) = f ( a ) + /必) 이 면 다음것 을 구하여 라. 

1) = 2) f ( a n ) = nf ( a ) 

24. 함수 y = x + y/l + x 2 의 거 꿀함수를 구하여 라. 

25. 함수 7 = + + 여 2 -义_ 6 )의 뜻구역을 구하여 라. 

x + 4 

26. a , /) eR + 일 때 a a 사〉 W 임을 증명하여 라. 


3 ) 자체시험문제 
- 선택문제 

1. 함수 /(; c ) = lg (; c 2 -9) 의 뜻구역 은 M , g (; c ) = lg(;c + 3) 의 뜻구역 

은 N 이 다. 모임 M 과 N 의 관계 는 ( ) 이 다. 

A . M 「1 N =_0 B . NCM C . M=N D . MCN 

2. 함수 y = 、 l-x 2 +2方 + 3 은 ( ) 이 다. 

A . 최대값을 가진다. B . 최소값을 가전다. 

C . 최대값을 가지 고 최소값은 없다. 

D . 최대값과 최소값도 자진다. 

n 

3. 함수 y = x m (m 은 0 아닌 짝수， n 은 홀수이 고 < 0 ) 이 면 그의 

대응하는 그라프는 ( ) 이다. 



4. 3개 의 수 log 3 2, log 5 4, "내이 주어 졌 다. 그것 들의 크기 관계 는 
( ) 이 다. 

A . log 3 2< log 5 4<2 0 - 3 B . 2 0 - 3 < log 3 2< log 5 4 

C . log 5 4< log 3 2<2 0 - 3 D . log 3 2<2 0 - 3 < log 5 4 
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5. /( x )= ax 3 + 公 x - cx 공에서 a , 6 ， c 는 상수이 다. 이때 /( - 2)=2 이 
고 /(2)는 ( ) 이다. 


B. -6 
2 ■ 


A. 一 2 

6. 2차방정 식 y - 
갈다. (그림 1-17) 


C. -4 


D. 


식 a , 公， c , a + b + 2 c , a-b + c , 公 2 
2 a + b , 들가운데서 정수인것은 ( 

A. 2개 B. 3개 C. 4개 D. 

- 빈칸재우기문제 



7. 기본명제의 안명제가〈〈만일 x 2 -x — 6〉0이면 x > 3 또는 x <-2 

이 다.》라고 하면 그의 거꿀명 제 는 _이 고 그의 거 물안명 제 는 

_이 다. (참 또는 거짓) 

8. 함수 7 = /(니 = 쓰으土프이고 ( 3 , 7) 은 7 = /니⑴의 그라프의 점 

x-l 

이다. 7 = /(ᄌ)의 값구역은_이다. 


9. 함수 v = ^ —의 거끌함수는 이고 거꿀함수의 뜻구역은 이다. 

^ 3 X +1 — — 

/1 \ x 2 -4x-5 

10. 함수 f { x )= 一 의 증가구간은_이고 감소구간은_이다. 

- 해답문제 


11. /( ᄌ) 는 짝함수 ， g (ᄌ) 는 홀함수이 고 /( ᄌ) +g (ᄌ) =」 一 이 라고 

x-l 


하면 /切와 g ⑴의 식을 구하여 라. 

12. 바른4각형 CDEF 의 변의 길이는 4이고 한 모 
서리 AFB 를 잘라내여 5각형 ABCDE 를 얻었 
다. AF = 2, BF=1 이 고 AB 에서 한 점 모를 취 
하고 P 를 지나며 CD, DE 에 평 행 선을 그어 
직4각형 PNDM 을 얻었다. 이 직4각형의 면 
적의 최대값을 구하여 라. 



F 

Q 

A 

E 


13. f ( x ) = 9 X (; ceR ) 일 때 广끼 +6) 을 구하여라. 그림 1 - 18 

14. 방정식 ( log (베니- 1 - ( log 2 功- 1 =2에 맞는 함수식 7 = /⑴ 를 


구하고 그라프를 그려라. 
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2. 식과 방정식 


1) 문제풀이방법 

례 1 . xyz - xj - jz - zx + + 少 + z - 1 을 인수분해 하여 라. 

(풀이) x = l 이면 식의 값이 0 이므로 인수 x-1 을 가전다. 주어진 
식 이 대칭여 러마디식 이므로 y - l , z — 1 도 인수를 가진다. 
따라서 주어진 식은 ( x - l )(_ y - l )( z -1) 을 인수로 가진다. 

적 이 3 차이므로 적의 나머 지 인수는 x, z 를 포함하지 
않 는다. 

... xyz - xy - yz-xz + x + y + z - \ = L ( x - l)(j - l)(z — 1) 

량변의 곁수를 비교하면 L = 1 
• 주어 진 식 ᄏ ( 方 一 1)(7 - l)(z -1) 

례 2. X 2 - 3 x + 2 xy + y 2 - 3 v - 40 인수분해하여라. 

( SOI ) 주어진 식수 jc 2 +2 방 + _y 2 -3 (jc + j)-40 

(x + y ) 2 - 3 (x + y )-40 = (x + y - 8 )(x + j + 5) 

례 3. 12x 5 - 44x 4 + 33x 3 + 33x 2 - 44 x +12 
( SOI ) 주어진 식 = 12jc 5 +12-44jc 4 -44jc + 33jc 3 +33;c 2 
= 12(x 5 +1) - 44x(x 3 +1) + 33x 2 (x + 1) 

= (x + l)[12x 4 - 12 x 3 + 12 x 2 - 12 x + 12 

- 44 x ( x 2 -x + l) + 33 x 2 ] 

= (x + l)[12x 4 +12 - (56x 3 + 56x) + 89 x 2 ] 

" f i 、 f 1 ^ " 

= (x + l) 12x 2 x 2 +— -56x 2 x + - +89x 2 
_ V X ) V X J _ 

•X + 丄 = 7 로 놓으면 

X 

i ( i V 

x 2 H ——- = x + — -2 = y 2 -2 

x v x J 

주어진 식 = (jc + 1)jc 2 [120 2 -2)-56 ;； + 89] 

= ( x 4 - l ) x 2 ( I 2 y 2 - 56 y + 65) 

= (x + 1)x 2 (2j ； -5)(6j ； -13) 
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= (x + l)x 2 

2 

[나、 

— 5 

6 

나 

-13 



L XJ 



L 父 ) 



= (x + l)(2x 2 -5x + 2)(6x 2 - 13x + 6) 


= (x + l)(2x - l)(x - 2)(3x - 2)(2x - 3) 

례 4. x 2 —1 로 나누면 나머지가 5;c-8 이고 x 2 -x-6 으로 나누 
면 나머 지 가 17;c + 4 인 3 차식 을 구하여 라. 

(풀이) 구하려 는 3 차식 을 /⑶라고 하면 

/ (x) = (x 2 - \){ax + 公 ) + (5x — 8) 

여 기서 OJC + 公 는 /(시 를 X 2 -15. 나눌 때 의 상이 다. 


/ ( x ) = ax 3 + bx 2 + (5 - a)x - b -8 
한편 /( jc ) 一 (17 x + 4) 는 x 2 - x - 6 = ( jc - 3 )(x + 2) 로 완제 
된 다. 

f(x) - (17x + 4) = ax' +bx 2 - (a + 12)x — (b + 12) 이 므로 
[21a + 9b-l>a-3b-b-\2 = Q 
i 一 8a + 4 公 + 2a + 24 — 公一 12 = 0 
J3a + 公 = 6 
[2a-b = 4 

a = 2 , b = 0 


f (x) = (x 2 - l)2x + (5x -8) = 2x 3 +3x-! 


b-a 


의 


3)1 5. — | 次 _ Z ? + 4ᅵ + V 2 次 — 3公 + 7 + c 2 + c + — = 0 일 때 

2 1 1 4 V c 

값은 얼마인가? 

(풀이) 주어진 식 = 승 | a —6 + 4| + V 2 a —36 + 7 +「c + |l =0 이므로 


I u — /? + 4 ᅵ + 、 /2 幻 f — 3b + 7 + 

fc + l] 

1 1 

l 2j 


이여야 한다. 


a - 公+ 4 = 0 
<2a-3Z? + 7 = 0 

c + — = 0 

I 2 
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이 식을 풀면 a = -5 ， b = -l , c 


b -a 


-1-(-5) 


V32 =4V2 


례 6. 다음 식을 계산하여라 . 


\lab 3 + V 幻 ， 3 公 ! \-y[ab^ 


(a-\[a a-\-\[a^ 

、 yfa +4b yfab j 


k \[a -\ \[a +1 y 


( 풀이 ) 주어진 식 = 


욕 / 公公 3 + V 幻， 3 公 ! \-y[ab^ 


( a-l[a a + \[a^ 

、 \[ab j 


k \[a -l \[a +1 y 


X[ab{y[b + Vo") ᅵ 

1 - V 이 

. f \[a(\[a^-l) 

\[a^ (\[a +1) 

、 V 도 " + 4b 

\[ab j 

1 、 \[a 

\fa -\-l ) 


ifab + - _ ^ 쓰 ^ \[a(\[a 

、 Mab J 


yfab \[a 1 작 a 1 b' 

례 7. 다음 식 을 계 산하여 라 . 

|x + 2| - |x -1| + 2|x - 4| = 10 

(■ ᅵ ) 1) ;c<—2 일 때 

— x — 2 + x — 1 — 2x + 8 = 10 
-2 jc + 5 = 10 


x = —— 

2 

2) _2< jc <1 일 때 

x + 2 + x — 1 — 2 x + 8 = 10 
0 -x = 1 

3) 1< jc <4 일 때 

x + 2— x + 1 — 2 x + 8 = 10 
- 2 x = -l 
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丄 在 [L 4) 이 므로 버린 다. 

4) x 之4 일 때 

x + 2 — x + l + 2x — 8 = 10 
2 jc = 15 
15 

x = ^- 

풀。1ᅩ |- y , y | 

례 8. x Y , x 2 A 방정 식 -2 m 2 * x : + 3 = 0 의 두개의 실수풀이 이 고 
少1，少2 가 방정 식 J 2 -5 mj ； + 3 n = 0 의 두개의 실수풀이 이 면 
2x l -y Y =3， 2x 2 - 기 2 = 3 이 다. m，w 의 값을 구하여 라. 
(*0[) 2(x { +x 2 )-(y l +y 2 ) = 6 

이 제 4 m 2 -5m-6 = 0 

{m - 2)(4 m + 3) = 0 

• o 3 

4 

한편 a 2 -2 m 2 ' + 3 = 0 에서 

D = m 4 —3 > 0 

3 3 
m = —— 일 때 D <0 이 므로 m 手 —— 

4 4 

... m = 2 

2(차 - 사)-(凡 - y 2 ) = ° 

2 나(지 +x 2 ) 2 - 4x { x 2 - ^(y l +y 2 ) 2 ~4y l y 2 = 0 

2 나 4m 4 -12 - 나 25m 1 -I2n=0 
25m 2 -I2n = l6m 4 -48 
100-12 n = 256-48 
n =-9 



례 9. jc 에 관한 다음 방정 식 을 풀어 라. 


( SOI ) 


1) 2^元 =16나(0.25)、 

2) log v = ( lglg ^ - 1) - log x 10 (，> 0) 

20-X 

1) 2" 元 = 2 4 - (2^)~ 


) J~X+\ 


A _5ᅥ■— 

2 4 -2 4 


x \ 


= — 1 + 


X 

4 


2) log 


지 =0, x 2 = 24 

Xl =0 은 끼여든 풀이 이므로 방정식의 풀이는 x = 24 
(4 - x)x 


： lo gx 10 (l8l8M) 


(4 - x)x 


— JQ(lglg^-l) 


4 x - x 2 

10 


= 10 _1 Igt 


4 x - x 2 = \gt 
... x 2 -4 x + lg 호 = 0 

D = 16-41 g , > 0 

따라서 lgt <4 또한 lgr 〉0 이므로 1<匕10 4 
자 ， 2 =2±^4- lg , 

그런데 x > 0, 4 - x > 0, x ^ 1 
0< x <4, x 7^1 

그리 고 2- ᄊ4-1以 =1 일 때 츠의 값은 호 = 10 3 이 다. 
따라서 0<，<1일 때 방정식은 풀이가 없다. 

0<호<10 3 일 때 방정식의 풀이 
x = 2±、/4- lg ， 


10 3 < 匕10 4 일 때 방정식의 풀이 x = 2 ± y / 4 -lgt 
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례 10. 


다음 련립방정식을 풀어라. 




2x-y 

2 


-6 = 0 


[lg(3x -y) + lg (少 + x) = 4 lg 2 


(■[) 



= 足 라고 


놓으면 


足〉0 이 다. 


3 소 2 +7 소一 6 = 0 


( 소 + 3)(3 소一 2) = 0 
k = —3 은 소〉 0 이므로 버린다. 

... k = - 
3 

따라서 2_ x：-j = 2 로부터 y = 2x- 2 
lg(x + 2) + lg(3x-2) = 41g2 
(x + 2)(3x-2) = 16 
3x 2 + 4x - 20 = 0 


(3x + 10)(x-2) = 0 

;c = 은 뜻구역 에 맞지 않으므로 버 린 다. 

3 

따라서 풀이모임은 {(2, 2)} 이 다. 

례 11. 방정식 义 2 -义一1 = 0의 두 풀이가 a , "이다. 이때 

f{a) = P ，/(/?) = 이 /(_1) = 1 인 2 차함수 /(x) 를 구하 
여라. 

( SOI ) a J3 = 1, a[5 — 1, a/5 — —1, a 농 " 이다. 

/(시 = ax 2 +&x + c 라고 하면 

/( 公 ) = /? 이 므로 

a a 2 -\- ba-\-c = [5 ① 

/(") = a 이므로 

公 ; 公 2 -\- bf 5 -\- c-a ② 

/(1) = 1 이므로 

a -\- b-\-c = 1 ③ 
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① + ② 

a 2 +/? 2 =(6^ +，) 2 -2_ = 3을 리용하면 

3公 + 6 + 2 c = 1 ④ 

① 一②하고 량변의 a - P 를 없애면 

a-\-b = -1 (5) 

식 ③，④，⑤로부터 a = -1, 公 = 0 ， c = 2 

... f ( x ) = - x 2 +2 
례 12. 다음 련립안같기식을 풀어라. 

fax -6 y = 5 a -3 ® 

[2 x + (a - l)y -29 -la (2) 

(풀이) ① X 2 하면 

2 ax -\2 y - 10 次- 6 

② xa 하면 

2 ax + a { a - l)y = 29 a - la 2 
{ a 2 - la + \ l)y = -(7 a 2 -19 a -6) 

{u _ 3 )(a _ == _(7 u + 2)(公 _ 3) 

1) (a - 3 )(a - 4) ^ 0 즉 a ^3, 일 때 

7 幻 M ~ 2 

y = - 

a -4 

이것을 식 ②에 갈아넣으면 

2 x + ( a -7)- ( ~ 7a ~ 2) =29-7 a 
a -4 

5( a -13) 

x = - 

a -4 

2) a = 3일 때 

|3 x -6 少 = 12 
[2 x - 4少 = 8 
3 _ -6 _ 12 

… m 

3) o = 4 일 때 

i 3 x -6 y = 17 
[2 x - 3少 = 1 
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4 -6 17 

. . — = - 굳 —— 

2 -3 1 

따라서 풀이모임은 

- . , , r / siu — 13) 7(^ + 2 . , 

\ a 궁 4 일 때 {(그- S - )} 

a -4 a -4 

a = 3, a 숏 4일 때 {( x , y )\ x -2 y -4 = 0} 
a 균3 ， a = 4 일 때 0 


2) 련습문제 


\ ( \\ 2 1 

1. x 3 +6 + — = 2 x + — 일 때 x + _ 의 값을 구하여라. 

x V x J x 

2. ᄌ 一 a 로 나누면 나머지 가 a 3 ， x - Z ? 로 나누면 나머지 가 b 3 , x-c 
로 나누면 나머 지 가 c 3 인 x 의 여 러 마디 식 가운데 서 차수가 가장 낮 
은 여 러 마디 식 을 구하여 라. 여 기 서 a , b , c 는 서 로 다른 상수이 다. 

3. 방정식을 풀어 라. 

x + xy + y = 2 + 3 V 2 
x 2 + y 2 = 6 


1) 


ᄌ一次 x-b 


b 


b 


- H - 

x-a x-b 


2 ) 


3) (x + 2 )(x + 3 )(x + 8 )(x + 12) = 4 x 2 

4) 、/ 2 x + 3 — -Jx + -\/3 x — 5 — V 4 x — 3 = 0 


5) log 石 a _ log 


4 


2 a - x 


6) 안키 +4-2 (1 내 11 、 ) =6 

7) x 2 • 2 X+1 + 2 ᅡ 31 + 2 = x 2 • 2 卜 31 + 4 + 2 X ~ X 

4. 2 차방정식 x 2 +(2 소 + 6 )x + 12 = 0 의 두 풀이 가 모두 一 1보다 큰 실 
수로 되는 소의 범위를 구하여라. 

[- ax = 6 y -3 _ 

5. 련립방정 식 \ " 를 줄어라. 

\2 x-a = (4 + a)y 

그리 고 방정 식 의 한쌍의 풀이 x , j 가 함께 부로 되 자면 a 가 어 떤 
범위의 실수값으로 되여야 하는가? 

6. 세 형제의 나이를 물었다. 첫째에게 물으니 나의 나이는 셋째가 앞 
으로 16살 될 때 둘째의 나이와 같다고 한다. 둘째에게 물으니 나 
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의 나이는 셋째가 8살 될 때 첫째의 나이와 같다고 하였다. 셋째에 
게 형들의 나이를 물으니 자기가 태여날 때 그들의 나이의 합이 10 
살이였다고 하였다. 세 형제의 나이를 구하여라. 

7. 11개의 부 아닌 수가 있는데 이 수들가운데서 어 느것을 취해도 나 
머지 10개의 수들의 합의 2제곱과 같다. 이때 11개의 수들을 구하 
여라. 

8. 체적이 20 L 인 그릇에 알콜이 있는데 여기서 얼마를 퍼내고 그대신 물 
을 넣었다. 이런 조작을 한번 더 한 결과 그릇에 순 알콜이 5 L 남았 
다면 매 번 몇 L 씩 퍼냈는가? 

9. 3대의 양수기 A , B , C 로 어떤 늪의 물을 퍼내는데 A , C 각각 한 
대로 물을 퍼낼 때의 시간의 합은 B 로 퍼낼 때의 시간의 2배이다. 
B , C 로 함께 퍼 낼 때 의 시 간과 A , B 로 함께 퍼 낼 때 의 시 간의 비 
는 10 : 7이 다. 이 양수기들의 물빼는 능력의 비를 구하여 라. 

10. 어떤 농도의 용액 100 L 가 있다. 이로부터 10 L 를 퍼내고 같은 량 
의 물을 넣 었 다. 이 와 같은 방법 을 되 풀이할 때 몇번째만에 용액 

의 농도가 처 음의 ᄉ이 하로 되 겠는가? 

5 

11. 900 km 떨어진 두 지점 A , 묘가 있다. 첫 직승기 가 표를 향하여 떠 
난 다음 3시 간후에 둘째 직 승기 가 A 를 향하여 B 를 떠 났다. 두 직 
승기 가 도중에 서 만난 때 로부터 첫 직 승기 는 2. 5시 간，둘째 직 승 
기는 4시간후에 각각 목적지에 도착하였다. 두 직승기의 속도를 
구하여 라. 

3) 자체시험문제 

1. 다음 명제들가운데서 옳은것은 ( ) 이 다. 

A . 반대수가 그 자신과 같은 실수는 0뿐이다. 

B . 거물수가 그 자신과 같은 실수는 1뿐이다. 

C . 절대값이 그 자신과 같은 실수는 0뿐이 다. 

D . 정의 2차풀이가 그 자신과 같은 실수는 1뿐이다. 

2. m , n 이 옹근수이면 x 2 + I 0 mx + 5 n + 3 = 0 과 ᄌ 2 +10 mx + 5 n -3 = 0 

은 반드시 ( ) 이 다. 

A . 적어도 한개의 방정식이 옹근수풀이를 가진다. 

B . 모두 옹근수풀이를 가지지 않는다. 

C . 한개 의 방정 식만 옹근수풀이 를 가진 다. 

D . 모두 옹근수풀이를 가전다. 

3. 5 + W 의 소수부가 a , 5_^의 소수부가 6 이면 ab + 5 b = _ 
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4. 포물선 j = a_x： 2 + 公 x + c 의 정점이 C 


7 25 

i ， — 


이고 포물선이 점 


3 9 
4 5 ~8 


를 지 나고 ;c 축과 두 점 A， 묘에서 사권다. 점 A 는 점 B 


의 왼쪽에 있 으며 포물선의 대 칭 축과 jc 축은 점 D 에 서 사권 다. j 
축의 정의 반축우에 한 점 N 이 있고 AAON 과 ACAD 가 서로 닮 
았다고 할 때 점 N 의 자리표를 구하여 라. 

5. 다음 방정식을 풀어 라. 

1) |x -1| - |x| + 3|x -1| - 2|x - 2| = x + 2 

2) {la + b\x + a) + (a + 2 b\x + b) = 2 (a, 公 는 실수) 


3) 


5) 


6 ) 


x + v + z = 10 
xy + yz + zx = 31 
xyz = 30 
z x 


4) 


g + j 즈 =브 
6 


x 2 +y 2 =97 


y 


x + y + z 

x + ) 나- 1 y + z + 1 z + x 

Jlog 2 X - log 2 J + log 2 (j +1) = 1 + log 2 3 

2 기 2 + 2W =0 


7) |x-l| lg2x ' lgx2 =|x-l| 3 
6. 인수분해하여 라. 

1) x 10 + x 5 +1 


2) x 2 - 3x + 2 xy + y 2 - 3_y + 40 


3) (x 2 + + 6)( ᄌ 2 + + 6)-3x 2 


x : 


Vio + V2 V10-V2 


2 


少 


2 


일 때 x 2 +xy + y 2 및 


•x 3 +x 2 j + _xy 2 +_y 3 의 값을 구하여라. 

8 . \[a + 仏 + 사도" = 0 일 때 (a + b + c) 3 = ’llabc 임 을 증명 하여 라 . 
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3. 삼각식과 삼각함수 


1) 문제풀이방법 

3)1 1. P = |cos— {k g Z)|, Q = jsin— — ~7r[n e 


6 


Z 가일 때 P 와 


Q 의 관계를 말하여라. 


kn 


( 풀이 ) k = 6n (n eZ) f cos —— = cos2n7r = 1 


A: = 6/z +1 ( 穴 e Z ) ， 


cos- 


kn 


f 


cos 


Irur + 


7T 


kn 


k = 6n-\-2 (n eZ), cos — = cos 


2n7T + 


2n 




kn 


k = 6n-\-3 (n eZ) 9 cos —— = cos(2n7r + 7r)=-l 


kn 


A: = 6/z + 4 (n g Z), cos — = cos 


kn 


k = 6n +5 (n eZ) f cos —— = cos 


나+되 

l 3 J 

5 刀_、 


2n 刀 : 七 - 


J 


1) sin a cos a 


2) (sin 公 r + cos 幻 r) 2 


3) 2 sin 2 - 3 sin a cos a-5 cos 2 a 


( 풀이 ) 1) tana 


sm 公 


2 


cos 公 

sin a = 2 cos a 
sin a cos a- 2 cos 2 a 


2 


1 +tan 2 a 


2) (sin 公 r + cos 幻 r) 2 = l + 2sin 幻 rcosa 

3) 2sin 2 a -3sincos a-5 cos 2 a = 


2 


P = { — 1 ，一一，一， 1} ， Q={ — 1 ，一一，一 , 1} 
2 2 2 2 

... P = Q 

례 2. tan ^ = 2 일 때 다음 식의 값을 구하여 라. 
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(2tan 2 幻 r -3tana -5). 


1 + tan 2 a 


례 3. 간단히 하여 라. 


1) 


1 - sin 公 ll-sin(/r + a) 

y 1 + sin ( 刀 ■ - a) 


1 + cos 


n 

~2 


公 


1-sin 

(n 、 

- (X 




1 + cos(/r + a) 


1-sin 

(n \ 

—— + 公 


느 2 J 


14 - cos(2;r - 公 ) 


2) cos 


4/2 + 1 ᄉ 

- 7T-\- a 

4 j 


+ COS 


4/2 — 1 




4 


-n-a 


\n g 


(풀이) 1) 주어진 식 


1-sina 


/l + sina 、 


j jl-cosa 

\1 1-sin a j 


[ V 1 + cos 公 


z) 


1 


1 + cos 公 


1 - cos 公 


1-sin 公 1 + sin 公、 fl-cos 公 1-cos 公 


v cos a cos 公 

4 sin a cos a 


sm 公 


sma 


sm 公 cos 公 


4 ( a 가 1， 3 사분구의 각일 때) 
-4 (« 가 2, 4사분구의 각일 때) 



1 

(tt \ 


1 

(n V 

= cos 

H7T + \ 

- 卜 CC 

U J. 

+ COS 

nn-\ 

- h CC 

U )\ 


가 이 짝수 즉 n = 2m (m 은 옹근수)이 면 
주어진 식 = 


cos 

2m7r-\- 

!니 

+ COS 

Inur- 

M] 



U J 



U )\ 


2 cos 


r n ᄉ 

- V CC 

4 


J 


자 이 홀수 즉 = + 은 옹근수)이 면 
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례 4. 


(■[) 


주어진 식 


cos 

2m7T + 7T + 


+ COS 

2mn -\-n - 

r 니 ] 



U J 



U )\ 


-2 cos 


r n ᄉ 

- h CC 

4 


주어진 식 




-2cos| 

다음 함수의 뜻구역을 구하여 라 


2 cos 


r n ᄉ 

- h CC 

4 


j 

r n ᄉ 

- V CC 

4 


어이 짝수 ) 
어이 홀수 ;) 


j 


1) y ： 


smx + 


V 25^ 


X 


1) 


2) y = lg(tanx + l) +V4sin 2 x-3 
fsin x > 0 
[25-x 2 >0 

J 2kn: < x < (2k + 1) 刀 ， *) 

|-5<x<5 

즉 k = —l 일 때 *) 은 x e [- 2n, - n\ 
소 = 0 일 때 *) 은 ;ce[0, 포 ] 
k = 1 일 때 *) 은 x e \2.7i, 2>7t\ 


n 


i i 


2 ) 


- 2 % -5 ~7t 0 刀 : 52 刀 : 3 7t 

그림 3-1 

따라서 뜻구역 은 [- 5 , -^]U[o, 7T] 이 다 . 

•네 + Ai (k g z) 

tan x + 1 > 0 
4sin 2 x-3 > 0 
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~-~\-k7T {k E z) 
tanx > -1 

. 。ᄂ . 스 V 3 

smx > —— 또 it sinx < - 

2 2 


따라서 함수의 뜻구역은 


베，베 


U 


47T 


37 T 


베，파 + 구 


{k e Z) 


례 5. 다음 함수의 뜻구역을 구하여라, 

1) 

y = 

2 sin x +1 

2) 

sinx-3 

tan 2 x + tanx -1 

3) 

y = 


tan 2 x + tanx +1 



2) y = l + 3cos 2 x + 4sinx 


(풀이) 1) sinx-y-3y = 2sinx + l 
1 + 切 


smx 


少- 2 


|sin x\ < 1 이 므로 
<y<2 


1 + 切 


少- 2 


<1 


2 


i 다리써 


함•수의 뜻구역은 


2) y = 1 + 3(l-sin 2 x) + 4sinx = -3| 


2) 이 다. 


sin x - - 


3 


+ 1 으 


2 16 

sin_x = — 일 때 y = — , sin: = _l 일 때 y = -2 


따라서 함수의 뜻구역은 


_3, 


16 


이 다. 


3) tanx = ^ (t e R) 라고 하면 
t 2 +t-l 

y — ~ r 

t + 호 +1 


40 



( y _ l )， 2 * * 5 +( y - l )，+ (y + l ) = 0 
게일 때 

D = ( j -1) 2 -4( j -1 )(j + 1)>0 
3) 厂 + 2 y — 5 드 0 


--< v<l 
3 " 

7 = 1 일 때 (y — l > 2 +( y - l > + (y + l ) = 0 은 풀이를 가 
진 다. 

따라서 함수의 뜻구역은 [—1， 1) 이다. 


례 6. 다음 함수의 주기를 구하여라. 

ᄇ . ( R 표 표、 
1) y — sin V 3 tzx - 7DC H — 

" 2 3 


2 ) 7= sin f +cot y 


(풀이) 1) y = sin 


V 3- 


、/r 


n 

7DC H - 


T 


2n 




、드 

2 


2 V 3- V 2 


-(2V3+V2) 


刀 ■ 


x 


2) sin 으의 주기 


2 刀' , n 2 ^ 7 

—— = 10^", cot —X 의 주기 TT — = —K 

丄 7 2 2 

5 7 


따라서 10 ;r 와 三 ; r 의 최 소공통배 수는 70모이 다. 

2 

T = 70^- 

31 7. /(니 의 주기는 T \ = / 2 (니 의 주기는 T 2 = qa 이 

다. (戶, q 는 자연수이 고 ( p , q ) = \, a 는 정 의 실수) 

1) pqct 는 함수 /( x ) = / 1 ( x ) + / 2 ( x ) 의 주기 라는것 을 증명 
하여 라. 
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2) 1) 을 리 용하여 /(x) = sin3x + cos5x 의 주기를 구하여 라. 
(#0 [) 1) /(x4 - pqa)- /j(x + pqa)-\- / 2 (x4 - pqa) 

= /i(^ + ) + f 2 \ x + ^ t 2 ) 

= fi ( x ) + f 2 { x ) 

따라서 pqa 는 함수 j = /O ᅪ의 주기 이 다. 


2 ) 


In 


Jji 

5.7? ' 

(3, 5) 


2n 


•2 2 刀 ' 

J - 

15 


2n 


따라서 쇠의 주기는 5.3 이 다. 


례 8 . log cosa cot 公 < log sina tana 일 때 a 의 값범 위 를 구하여 라. 
(풀이) 안같기식이 성립하자면 


0 < cos a < 1 
0 < sin 幻 r < 1 
tan a >0 
cota > 0 

t cos a t sin 公 

iogcosa -— < iogsin, 


sin 公 




cos 公 
n 


2k 刀 : < a < 2k 刀 : + —{k^Z) 

l-logcos« sin« < 1 - log sina cos a 


0 < cosa < 1, 0 < sina < 1 이므로 로그함수의 성질로부터 

lo §cosa sin ^ >0 

따라서 웃식은 


71 


2kn <a < 2kn + —— 
2 

lo gcos« sin «> 


다 


lo gcos« sin « 


2kn < a < 2k 刀 : + —— 
2 


l lo gcos«sina>l 
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2kn <a < 2k 刀 : + —— 
« < 2 

sin 公 < cos a 


2k 刀 ; <a < 2k 刀 : + , (A: g Z) 


례 9. sin sin 」 


sm cos - 


cos sm - 


f 37 T ) 이 
cos cos —— 의 


크기관계를 비교하여라. 


/ 1"、 『、刀’ 37 T 71 

(풀이) 一 < —— <- 
3 8 2 


시 누스힘•수는 • j ^ O , 에 서 증가하므로 
、/둥" . 7 T . 371 . 71 1 

—— = sm _ < sin — < sm — = 1 

2 3 8 2 

7T 、 / 궁 " 7T . , 7T . 37T 71 

— <——，_〉1이므로 一 <sm — < 一 
4 2 3 4 8 3 

. 7T . ( . 3?[ ^ . 71 

sin — < sm sin —— < sin — 

4 l 8 3 


코시누스함수는 0，— 에서 감소하므로 

、 2 > 


cos — > cos sm —— > cos — 

4 l 8j 3 

. ( . 3 표、、、 n r . 3 이 1 ᄊ 

sm sm — > - > cos sm —— > — (3) 

V 8 J 2 V 8 J 2 
식 ①로부터 

n 37r 7r ^ 1 3k 

cos — > cos —— > cos — 즉 — > cos —— > 0 
3 8 2 2 8 

n l ^ 7r 1 3tt 广、 

一〉一 이므로 一 〉一〉 cos —> 0 ④ 

6 2 6 2 8 

식 ③으로부터 
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례 10. 


(풀이) 


丄 . n . 

— = sin — 〉 sin 
2 6 


f 


cos- 


3n 


〉 sin 0 = 0 


⑤ 


、、 


< cosO = 1 


식 ③으로부터 

a/3 7T 

—— = cos — < cos 
2 6 

이므로 식 ②，③，⑤, ⑥으로부터 

2 2 


3 刀， 
cos —— 

V 8 y 


⑥ 


f 


COS 


cos- 


371 


s 


f 


> —— > sm 
2 


sm- 


3n 



( . 3 刀:、 

i . 

( 3刀시 

> cos 

sin —— , 

〉一〉 sin 

cos —— 


^ 8； 

2 

^ 8 J 


다음 함수의 그라프를 그려 라. 


1) y = Vsin x-1 

2) y = |tanx| -cosx 

3) y = cos(sin x) 


l) y = Vsin x-1 = 、/ -cos x 
-cos 2 x > 0 

... cosx = 0 

r \ 


x 축에서 점 


여，入 


少 A 


(足 gZ) 들의 모임 이 다. 


5 7t 3 71 

"T ~T 


7t 

~2 


一 혼 3^r 5^r x 

T T T 


I 림 3-2 


2) y = tanx - cosx : 


smx 


-smx 


刀' 


x e \kn, k7t H —— 

2 y 


n 


x g [kn Jwr) 
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려 1 11. 


(■[) 


j = sinx 의 주기는 2모 이므로 주어진 함수의 주기는 
In 이 다. 한편 

|tan (- x )| cos (一 x ) = |tan x | cos x 
이므로 주어 진 함수는 짝함수이 다. 

따라서 그라프는 x e [0, A :^) U ( y , 及] 에 서 少 축에 관하 
여 대칭이다. 



3) 뜻구역은 R , 값구역은 [ cosl , 1] 이다. 
cos [ sin(x + 세 = cos(sin x ) 

이므로 짝함수이 다. 


少小 


X E 


0 , 


K 

J 


일 때 sin x 


가 0부터 1까지 증가하 
므로 기의 값은 1부터 
cosl 까지 감소한다. 
x 가 4사분구의 각일 때 함수 


'It 


% 

~2 


% 


y ： 


f ( x ) = cosx - 


1 - sin x 
1 + sin x 


+ sin x • 


그림 3—4 


1 -cosx 
1 + cosx 


의 주기와 최대값, 최소값을 구하고 그라프를 그려 라. 
조건으로부터 sinx < 0, cosx > 0 

\ 1 -sinx . 1 -cosx 

y = j \ x ) = cosx - + smx -:- 


cosx 
1- sinx -1 + cosx 


= cosx-smx : 




cos 


-sinx 


^ 71、 

X H - 

v 4 


45 




X G 


2 kn 


n 


2 k 刀 : 


{keZ) 


뜻구역 으로부터 —— < cos x + — < 1 
2 l 4 j 

즉 je ( l , a / 조] 이므로 최대값은 a / 조 이고 최소값은 없다. 
함수의 주기 는 2포이 다. 

그라프는 그림 3 — 5와 같다. 





그림 3-5 


HI 12. (1 + tan 1 °).(1 + tan2°) …… (1 +tan44 °) 의 값을 구하여라 . 

，ᅲ이 、1 사。 sin 45° sin 足 0 

(#0 [) 1 + tan k = tan 45 + tan k = - + - 

cos45° cos 足 0 

_ sin(45° + k°) _yfl sin(45° + k°) 

cos45°cosA: 0 cos 足 0 

주어진식 = 

_ V2 sin(45° + 1°) V2 sin(45° + 2°) V2 sin(45° + 44°) 
coslO cos 2° cos 44° 

_ 2 22 - sin46°-sin47° …… sin89° 
cos 1 ° • cos 2°.cos 44° 

_ 2 22 • sin(90° - 44°) • sin(90 o - 43°) …… sin(90 o -1°)_ ^ 
cos 1 ° • cos 2°.cos 44° 


례 13. sin 3 a = 4 sin 6 irsin (60 o - a ) sin (60 o + 公) 를 증명 하여라. 
( SS ) sin 3 a = 3 sin ^-4 sin 3 a 


- 4 sin a 






v 


2 



J 
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= 4 sin a(sin 60° - sin a)(sin 60° + sin a ) 



으、 


f 

公、 


으、 


^30°--" 

16 sin a sin 

COS 

30°- 

cos 

sin 


노 2; 


V 



노 2; 


^ 2) 


= 4 sin a sin (60° - a ) sin (60 o + a ) 


례 14. 1) cosl 0 0 . cos 30 0 . cos 50 0 . cos 70 0 의 값을 구하여라. 
2) tan 7°• tan 13°- tan 27°• tan 33°• tan 47°• 

• tan 53° • tan 67° • tan 73° • tan 87° = tan 63° 


를 증명하여라. 

(풀이) 1) 주어진 식 = 

= cos 30° • cos 1 0 o • cos (60 o -10 o ) • cos (60 o +10 o ) 


)-1. 

r 、/ 키 

오 4 

i 2 J 


16 


2) 왼변 = 

= (tan 53° • tan 7° • tan 73°) • (tan 47° • tan 13° • tan 67°) • 

• (tan 33° • tan 27° • tan 87°) 

= tan (3 父 1、『 • tan (3 x 13)° • tan (3 x 27)° 

= tan 21 0 • tan 39 0 • tan(l 80° - 99°) 

= - tan (60 o - 39°). tan 39° • tan (60 o + 39°) 

= - tan (3 x 39)° = - tan (180 o - 63°) = tan 63° = 오른변 
례 15. sec 2^ = IsqqOcosqcO ^ 리용하여 

cos qq 2 G = cos ec 2 分 - sec 2 分 
임을 증명하여라. 

(증명) 조건으로부터 


1 _ 2 
cos 2分 cos 分 sin 分 

_ , 2 cos 2分 

즉 1 =- 

cos 分 sin 分 

량변을 sin 26> 로 나누면 

1 2 cos 2分 cos 2分 

sin 26^ sin 2 多 cos 分 sin 分 sin 2 分 cos 2 分 

11 2 2 
= ——I --- = cosec 分一 sec 6 

sin 2 6 cos 2 6 
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례 16. 


(증명) 


례 17. 


(풀이) 


sin 公 + sin /? + sin 가 _ sin (公 p -\-y) = 

A . a + B . P + y . a-\-y 

= 4 sin - — sm - - — sm - — 

2 2 2 

임을 증명하여라. 

왼변 = (sin Or + sin ") + [sin y - sin{a + j 3-\-/)] 

ᄀ . a-\- B a - B ᄀ B-\-y . y-a- B-y 

2 sin —cos —+ 2 cos 一一-一一 - sm - --一一 - 


2 

2 sin 


2 sin 


2 


a -\- p 


cos 


2 


2 


COS 


2 


a -\- p 


_2 sin ^ sin ^^ 


a-\- B . B + y . a + y ^ , 

= 4 sin - — sm — 一 —sin - — = 오른변 

2 2 2 

다음 함수의 최대값과 최소값을 구하여라. 


1) y = cosx + cos 


n 


■ + x 


2 ) ^ 


cosec 2 x - tan 2 x 
cot 2 x + tan 2 x -1 


3) y = sinx + cosx + 2 sinxcosx 

4) y = sinxcos 3 x 

1) y = cosx + cos — cosx-sm —smx 

•’ 戶、 ，、 


^cosx-^sinx = V3cosfx + ^' 

2 2 l 6 


| cosx|<l 이므로 함수의 최대값은 V 3 , 최소값은 -兵 
이 다. 


2) j 


, 1 2 

cosec 2 x - tan 2 x _ + tan 2 x ■ 刀 


cot 2 x + tan 2 x -1 


tan 2 x 


+ tan x — 1 
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2 - (tan 4 x - tan 2 x + l) 
tan 4 x - tan 2 x + l 


-1 


tan - x 


2 


+ _ 


4 


4 


따라서 tan x — = 0 일 때 少 는 최대값 2 x -1 = — 

2 3 3 

를 자진다. 

즉 tan 2 ;c = i 일 때 함수의 최대값은 으이고 최소값은 


2 


없다. 


3) y = (sin x + cos x) + (sin x + cos xf -1 


V2 sin| 


， 刀 ) j 

X H -+ 

V 2 sin 


1 4J 


1 4JJ 


-1 


2 sin 2 x + — + V 2 sin 




2 




sin 


x + - 


n 


+ 






4 


x + ■ 


4 


n 


| sin ; c|<l 이므로 함수의 최대값은 1+^, 최소값은 

一1이 다.(여 기 서 1 一 再는 최소값이 아니 다. ) 

4 

4) 량변을 2제곱하면 

2 • ? 6 • 2 U 

y = sin xcos x = sin x \[ - sin x ) 

= 27 sin 2 x \ 


1-sin 2 ᄌ、 

1-sin 2 ᄌ、 

1-sin 2 ᄌ、 

1 3 J 

1 3 J 

1 3 J 


sin 2 가 1 iV_ siir V- Sm 상수) 


이 므로 sin x 


2 ᅳ一 1-sin x ftl 』_ , 


일 때 은 최대값을 가진다. 


즉 매 2 씨일 따ᅵ /의 최대값은 
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례 18. 


(■[) 


4 、 

즉”土뽑이다. 


4 ； 


따라서 함수의 최대값은 


3 V 3 


, 최소값은 - 


3 V 3 


16 16 

다음 함수들의 최대값，최소값을 구하여 라. 

1) y = -J3 — x — ~Jx — 1 
x 2 x 2 


이 다. 


2) j 


VI 


+ x 2 1 + x " 


■ + 1 


1) : c 가 취 할수 있는 값범 위 


y 


x = 3 sin 2 6 

f 

0e 

r 

0 , 즈 


V 

L 2 JJ 


V3-3sin 2 0 - 、 /3sin 2 0 -1 = V3 cos 分一 VIsin6* — 1 


V 3 V 2 


sin 


’즈 V 

4 


-1 


J 


^ 刀 " 


(n ^ 


n n 

0, - 

이므로 

--e 



ᄂ 2 」 


U j 


4 4 」 


分 e 


느니 나 0 일 때 


y ma: 


V6~-l = V3-1 

V2 


누 e _ --。 e 


n 


일 때 

2 

少 min = _ 、「궁 - 1 

2) x 가 취할수 있는 값범위가 xeR 이므로 


y ： 


x = tan 6 
tan 分 


n n 

Y’ "2 


2 tan 2 6 


、/l + tan 2 多 1 + tan 2 6 


+ 1 



tan 6 1-tan 2 6 tan 6 1 - tan 2 6 

、/l + tan 2 6 1 + tan 2 6^ sec" 1 +tan 2 6 

= sin 分 + cos2 分 = sin 分 + l-2sin 2 6 



( , 1 1 、 

1 

r n 

-2 

sin" 6 —— sin6* H - 

+ - = -2 

sin 分一스 


느 2 16; 

8 

l 4j 


sin 0 = i 일 때 주어진 함수는 최대값 丄을 가지고 최소 
4 8 

값은 없다. 

례 19. 변의 길이가 G 인 바른4각형 ABCD 가 있다. 표는 BC 의 한 

점이고 BE =-, 도는 DC 의 연장선의 한 점이고 CF = 쓰이 
3 2 

다. AE 와 BF 가 사귀는 점 을 G 라고 할 때 G 는 바른4각형 

ABCD 의 외 접 원둘레 에 놓인 다는것 을 증명하여 라. 


(S 명) 


ZAEB = a , ZCBF = y ^, Z AGB = 6 


\<e<^ 

2 


직 3 각형 ABE 에서 

, AB a 

tan 公 = - = —— = 3 

BE a 


직 3 각형 BCF 에서 


tan P = 


CF 

BC 


a 

2 

a 




tan 6 = tan(a - p) = - 스「 

1 + 3 •- 
2 



그림 3-6 



4 


한편 ZACB=I 이 므로 G 는 활등 에 있 다. 

4 
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례 20. AABC 에서 AB = 2, AC = S , 


ZA = — 이 다. 점 A 를 지 나며 ZA 

4 

안으로 직선을 긋고 Saabd =Saaec 
되게 B , C 에서 그 직선에 수직선을 
그어 밑점을 D , 표라고 하자. 점 A 

를 지나며 AD 와 각 I 를 이 루는 

4 


A 



직선을 AD 에 관하여 AB 와 같은쪽 

에 긋고 묘에서 그 직선에 수직선을 그어 그 밑점을 F 라고 
할 때 

1) Saafb 와 Saabd 의 비를 구하여라. 

2) DF 의 길이를 구하여라. 


( 풀이 ) 1) ZA= — , ZFAD=^ 이므로 

4 4 

ZCAD=ZBAF=a 
직 3 각형 BAF 와 직 3 각형 CAE 에 서 

AF=AB.cos 幻 r, AE=AC.cos 幻 r 
Saafb : Saabd = Saafb : Saaec 

= — • AB-AF • sin a ： — • AC-AE-sin a 
2 2 

,2 - AF ： V3 AE 

= 2-2cosa : V3 • V3 cos a =4：3 

2) 네 점 A, F, B, D 가 한 원둘레에 있으므로 이 원의 직 

경 은 AB 이 다. 점 D, F 를 맺 으면 시 누스정 리 에 의하여 

DF ᄀ 

-= AB = 2 

. K 

sm —— 

4 

DF = V2 

례 21. ᅀ ABC 에서 

_, A 广、 

a-\-c = 2b cos —— (X) 

2 

c 2 = a(a-\-b) ② 

일 때 이 久 c 의 크기순서를 정하고 ZA 의 값을 구하여라. 
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(풀이) 식 ②로부터 

c 2 - a 2 = ab 

코시누스정리와 c 2 -a 2 = 2 公 ccosA- 公 2 으로부터 
ab = 2公 ccosA ^ — 公 2 

a = 2 c cos A -6 (*) 

식 (*) 에 의 하여 公 = ccosA + acosC 를 갈아넣 으면 
a = 2 c cos A - (c cos A + a cos C ) 

= ccos A - 公 cosC 


시누스정리 에 의하여 웃식은 

sin A sm C 

sin A = sinC - cosA — sinA-cosC = sin ( C — A ) 
식 ②로부터 c > a 
180°> C>A 

식 ③으로부터 A = C — A 즉 

C = 2 A , B =180°-3 A 
식 ①을 변형하면 

A 

sinA + sin 2 A =2 sin (180° —3 A ) cos 一 

2 

A 

= 2 sin 3 A-cos —— 

2 

A 3 A 3 A A 

즉 2 sin 3 A . cos —— =2-2 sin —— cos —— cos —— 
2 2 2 2 


. 3 A 

sm —— cos 
2 


7캐이냐에 


이 고 


3 A 

~Y 


60° 


A =40°, C =80°, B = 180°-120° = 60° 
a :b : c = sin 40° : sin 60° : sin 80° 


따라서 a , 6, c 의 크기관계는 a <6< c 이다. 
ZA =40° 


③ 


2) 련습문제 
- 선택문제 

각 산 의 시작 변과 x 축의 정의 반 축이 일치하고 끝 변은 



P (-4/, 3 효 ) U e R , 호 균 0) 를 지 난다고 하면 2 sin 分 + cos 分 의 값 
은 ( ) 이다. 

A . — B . — — C . — 1 상〉 0) 또는 1 상 < 0) 

D . — (^ > 0) 또는 一 궁 (, < 0) 

^ kn /, ^ sin 公 + tan 公 ~ 、사 ] 세 ^ 보 . , , 

2. a 本 —— g Z ) , M = -일 때 M 의 값은 ( ) 이 다. 

2 cos 公 + cot 公 

A . 부값 B . 부 아닌 값 C . 정수값 

D . 정일수도 있고 부일수도 있다. 

3. /( cosx ) = sin 2 x °i 때 /( sinx ) 는 ( ) 와 같다. 

A . sin 2 x B . cos 2 x C . — cos 2 x D . — 5 sin 2 x 

4. 는느 < a < l 7 t 일 때 요- cos 나- 0 다 의 값은 ( ) 이다. 

2 V 2 


A . cos 


a 


B . sin — 
2 


C . 


cos - 


a 


D . ± sin | 


5. 함수 j = | sin : 十 h|cos 겨의 값구역은 ( ) 이다. 

A . [-1, 2] B . [1, V 2 ] C . [-2, 2] D . (0, 2) 

6. 다음 세가지 조건 

( 7 T ^\ 

1) 구간 0, - 에서 증가 

V 2 J 

2) 주기는 n 

3) 짝함수 

를 만족하는것은 ( ) 이 다. 

A . y = tan x B . y = \ 0~ cosx c. y = sin | x | D . y = | sinx | 

7. tan 100° = a 일 때 cos 20° 의 값은 ( ) 이 다. 


A . 


a 2 -l 


B . 


1 — 公요 


C . 


2a 


D . 士 


1 — 公요 


U + 1 1 + (2 1 + 幻 f \ u 

8. 2 a + " = ;z ■ 일 때 j = cos "-6 sina 의 최대값과 최소값은 ( )이다. 


A . 少 최대 = 7，少 최소 


11 

~2 


B . 少 최대 =5，少 최소 = 

D . 少 최대 =7，少 최소 — — 5 
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C . 少 최대 =7，少 최소 = 5 




- 빈칸재우기문제 


9. 함수 y = ^/cotxcosecx 의 뜻구역은 _ 

ᄊ ” 乂 cos3x-cosx 시 , J ^ 

10. 함수 y = -의 값구역은 

COSX 

11. 함수 기 = cos 4 '- sin 4 '의 주기는 _ 


12. 함수 7 = sinx + cosx =Asin (ᄌ + 义) 에서 
A = _ ( A > 0 ) ， (p =— 


f \ 

片 . n 

- <(D< — 

—— V 2 2 

함수 기 = sinx + cosx = Bsin(x + a ) 에서 

B =_ ( B < 0 ) , a =_(0 < a < n ) 



{ n 가 


( n 、 

tan x + tan 

- ^ 

+ tanx-tan 

-ᄌ 


U ) 


U J 


- 해답문제 

14. 다음 같기 식 을 증명하여 라. 

1 + tan 2 x _ ( l - tanx ) 2 


1 + cot 2 x (l - cotx ) 2 
15. 다음 식을 간단히 하여 라. 

Vl -2 sinl 0° cosl 0° 


coslO°-Vl -cos 2 170 ᄋ 
16. 다음 함수의 주기를 구하여 라. 

1) y = sin 6 x + cos 6 x 

2) v = tan — --—— 

4 . x 

sm — 

2 

^ -rr f 1 < f 1 

— 일 

4 ； 13 ^4 ； 5 5 

때 sin(x + 乂)의 값을 구하여라. 

18. sinA + sin 3 A + sin 5 A = a , cosA + cos 3 A + cos 5 A = 公 일 때 다음 
의 식을 증명하여 라. 

a 


n 

代 

37 T 


(37 T 、 

_ 5 


(n 、| 

， 

— 

< y < 一， 

sin 


， 

COS 

— y 

4 

4 

4 


U ) 

13 


^4 y ) 


1) 公굳0일 때 tan 3 A = 


b 


2) (l + 2 cos 2 A) 2 = 次 2 + b 2 
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19. f { x ) = cos 2 x + 2 msinx - 2 m - 2 


m < 0, 0 < x < 


K 


이 다. 


1) X 가 어 떤 값일 때 f { x ) y \ 최 대 값을 가지 겠는가? 

2) 쇠의 값이 늘 0보다 작으면 m 이 취할수 있는 값범위는 얼 
마인가? 

厂 

n 


20. 함수 /(ᄌ) = 2 asin 2 ᄌ一 2^ asin _ x：cosx + 公 + 公의 뜻구역은 

값구역은 [一5, 1] 일 때 상수 나를 구하여라. 

21. 수표를 리용하지 말고 다음의 값을 구하여 라. 

1) sin 2 43° + cos 2 73° + sin 43° cos 73° 

1 


0 , 


2 


2 ) 


tanlO c 


cos 50° 

3) 자체시험문제 
一 선택문제 

1. P =| cos ^ 끈 (m e Z )| , Q = 

관계는 ( ) 이다. 

A . P〔Q B . PdQ 


sin 


(간卜 3 )片 ( neZ )| 일 때 P 와 Q 의 


C . P = Q 


D . PHQ =0 


2. 함수 y = 3 sin 


2 x + 


n 


의 그라프는 j ； = 3 sin 2 ;c 의 그라프를 다음 


과 같이 평행이동하여 얻는다. 이때 정확한것은 ( ) 이다. 


n 


A . 오른쪽으로 _만큼 평행이동 
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B . 왼쪽으로 _만큼 평행이동 


C . 오른쪽으로 I 만큼 평행이동 

6 

D . 왼쪽으로 즈만큼 평행이동 

6 

3. 7 = Asin((m + 서가 한주기안에서 x : 


n 


일 때 최대값 2를 가지고 
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；c = 0 일 때 최소값 一2를 가진다면 함수의 식은 반드시 ( ) 이다. 



A . j ； = 2 sin 
C . y = 2 sin 


3 x 

y 

’3 x 



B . 

D . 


^ = 2 sin 


( 3 x 
一 + — 
l 2 2 ) 


y =-2 sin 


’3 x 



4. 다음 안같기 식가운데 서 정 확한것 은 ( ) 이 다. 

A . sin 3 < cot (— 3) < cos 3 B . cos 3< sin 3< cot (— 3) 
C . cot (— 3) < cos 3< sin 3 D . cot (— 3) < sin 3< cos 3 


- 빈칸재우기문제 


5. 각 a 의 끝변의 한 점 P 의 자리표가 (-t, 20 U 농 0) 일 때 

sin a tan a sec a 의 값은 _ 이 다. 

6. 少 = cotx_tanx 의 주기는 _ 이다. 

7. 함수 y =니- tan 2 x + (-\/3 + l)tan - V 弓'의 뜻구역 은 _이 다. 

8. 함수 少 = 5 cos 2 x + 6 sinxcos:c + sin 2 의 값구역은 _이다. 

- 해답문제 

9. sinA =6 sinB , a tanA = tanB (| 公| 균 1) 일 때 sinA 의 값을 구하여 라. 

10. 함수 ^ = |cos 7 dc - sin 7 dc \ (x g [- 1, 1]) 의 그라프를 그려 라. 

ciri x COS T 

11. 함수 J = - 의 최대값과 그 최대값을 취할 때 JC 의 

1 + sinx + cosx 

값을 구하여 라. 
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4. 거꿀삼각함수와 삼각방정식 
1) 문제풀이방법 

례 1. 다음의 식들가운데서 의미를 가지지 않는것은 ( ) 이다. 


A. 

. n 
arcsin — 

4 

n 

B . arctan — 
2 

C. 

n 

arccos — 

3 

D . arccotO 

(풀이) c 




arccos x 의 뜻구역은 [一1, 1] 이 다. 그런데 즈〉1 이므로 

3 


arccos 뜨는 무의 미하다. 

3 

례 2. 다음 식들의 값을 계산하여라. 


1) sin (arcsin ] 
2 

3) arcsin (sin ^ ； 


2) cos(arccos 


a 2 +l 

2 a 


) (a > 0 ) 


5) arctan (cot 


14 ^- 

" 1 — 


4) arcsin (cos —) 
7 

6) arccos ( cos 8) 


7) arcsin ( sinlO ) 

/T 

(풀이) 1) 1] 이므로 


sin (arcsin —) = — 
2 2 


2) a 1 +\> 2 a (a 〉 0) 이므로 


a 2 +1 
2 a 


> 


따라서 a = l 일 때 U 나 >1 ， cos ( arccos a )- g - 존 


2 a 


2 a 


재하지 않는다. 


3) arcsin (sin — ) = arcsin [sin {n + —) ] 
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례 3. 

(■[) 


2刀' 、 

=arcsin( —sin ——, 


arcsin(sin 


In 




2n 


4) arcsin (cos — ) = arcsin [sin ( — - — ) ] 
7 2 7 


= arcsin[ sin (- 품 )] = - 품 


5) arctan ( COtl f ) 


r ᄀ、ᄀ 

= arctan Lcot ( - In ) 」 


= arctan (cot —) = arctan [cot (— + —) ] 

5 2 10 

= arctan [tan (- —) ] = - — 

10 10 

6) arccos ( cos 8) = arccos [ cos (8 — 2 tt )] =8 — In 

7) arcsin (sin 10) = arcsin [sin (3 穴" 一 10)] = 3 穴 ■ —10 
n 37 r 

、 J ? "2~ 

풀어 라. 

이 문제는 3가지 방법으로 풀수 있다. 

1) 단위원법(그림 4-1) 

7 T 代 

7’ ~2_ 

n 


y - smx 


x e 


의 거물함수를 여러가지 방법으로 


arcsmx e 


x e 


0 , 1]) 이므로 


arcsinx g[ 0, y ] 은 정의 각이다 . 



n 

~1 


n 

~1 


그림 4-1 
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Jr 3 夕 r 7 T 

따라서 j = s i n jc 의 느，一 에서의 거끌함수는 -，n 

_2 2 J 12 

에 있다. 

y - K -arcsinx 로 표시 할 때 x e [一1， 0) 이 면 

arcsin x e - — , 0 은 부의 각으로 된 다. 

_ 2 _ 

7 T 3夕 T 3夕 T 

따라서 7 = si nx 의 — 에서의 거끌함수는 스 

" _2 2」 [ 2 

에 있다. 

이 것 을 y = 7 T - Mcsim 로 표시 하면 x g [—1, 1] 일 때 

丁[ 3夕 T 

j ； = sin ; c 의 에서의 거물함수는 

_2 2 _ 

y = 7 r - arcsinx 이 다. 

2) 치환법 

, , , 7 T 3穴 * , 

호 = 刀■ - ' 라고 하면 X G 一， —— 이 므로 

2 2 
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례 4. 


(■[) 


이것은 j = sin x 의 


j = ;r_arcsinx 의 그라 프를 얻는다 . 

n 3 刀 _ 

"2" 

이 다 . 

다음의 값들을 계산하여 라 . 

、 ,1 1 \ 

1) sin ( — arccos — ) 

2 8 

2) sin(2arctan-) + cos(arctan2V3 ) 


에서의 거물함수의 그라프 


1) — arccos - = a 라고 하면 
2 8 


1 

f 

刀 ) 1 、) 

cos 公 = — 

a e 


8 

V 

l 2jJ 


sin(-arccos-)=sin- 
2 8 2 


/l-cos 公 


1 - 


V 2 

2) arctan 丄 = a ， arctan2、/ 호 = B 라고 하면 
3 

1 厂 I ， -、 

tan a = — , tan p = 2^/3 a, J3 e (0, 

3 v 

n 1 Vl3 

cos p : 


Vv 

4 


2 . 


I tan 2 J3 13 

sin (2arctan — ) + cos (arctan 2^/3 ) = sin 2a + cos B 
3 

2 tan 幻 r ^ 

= - 5 — + COSyff 

1 + tan a 
2 

3 Vl3 39 + 5V13 


1 + 9 


13 
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례 5. 함수 少 =( ： 03(281 冗언 11 ： ^)+2 언 11( 五打 : 언 11 ：^)의 최대값과 최소 
값을 구하여라 . 

( \ n 

( 풀이 ) arcsinx = a 라고 하면 sin a = x a g - ，一 

V L 2 2 JJ 

... y = cos (2arcsin x ) + 2sin (arcsin x) 

= cos 2 公 + 2 sin a 
= l-2sin 2 a + 2 sin a 
— 一 2x^ + 2x +1 




(-l<x<l) 


씨일 띠 1 쐬 

ᄌ = _1 일 때 少 최소 = -3 
례 6. 크기를 비교하여라 . 

1) arcsin ᄌ 와 arccos x 

2) arccos (1 - 시 와 arccos 2x 

u 

(■[) 1) arcsin x — arccos x = arcsin x — (— — arcsin x ) 


: 2arcsinx 


n 

~1 


刀 _ 刀■ 、/조 

2arcsinx — — >0 즉 arcsinx 〉一 일 때 ——< x < 1 
2 4 2 

刀_ 刀_ 、크 

2arcsinx —— =0 즉 arcsinx = — 일 때 x = —— 

2 4 2 

刀_ 刀_ 、크 

2arcsinx —— <0 즉 arcsinx<— 일 때 一 l<x< —— 
2 4 2 


V2 

2 


< 义 < 1 일 때 arcsin x > arccos x 


x = —— 일 때 arcsin x = arccos x 
2 
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-1 < x < —— 일 때 arcsin x < arccos x 
2 

2) 먼저 두 식이 의미를 가지는 x 의 값들을 고찰하자 . 


|-1<1-x<1 

-1<2x<1 


0<x<2 


1야1 


... 0 < x < — 

2 

j=arccosx 는 뜻구역에서 감소함수로 되므로 

1-x > 2x 1 

< 1 즉 0<*x< - 일 때 

0<x< - 3 

I 2 

arccos (l - x) < arccos 2x 

l-x = 2x 1 

< I 즉 x=_ 일 때 

0<x< - 3 

l 2 

arccos (1 - x) = arccos 2x 

l-x <2x i 1 

< l 즉 一 <*x< — 일 때 

0<x< - 3 2 

l 2 


arccos 


(l - x) > arccos 2x 


례 7. 함수 y = arctanx + arctan - ■가 주어 졌 다 . 이 함수의 뜻구 

1 + x 

역과 값구역을 구하여 라 . 

( 풀이 ) 뜻구역은 x 농 -1 인 모든 실수 즉 
l-x 

tan y = - 丄 + 入 = X — + =1 (-7T < y < 7r) 

i 1-^ x 2 +l ’ 


3穴' , 71 ^ ^ 3穴 ■ K , , 

T 또= 기 = 1 즉값구역은 — I ，ᅱ이다_ 
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례 8. 1) arcsin— +arcsin 一를 간단히 하여라 . 

5 17 

시 11 \ K 

2) arccos - —arccos — = 一 임 을 증명하여 라 . 

I 14J 73 

, 、 3 15 

( 풀이 ) 1) arcsin — = 公， arcsin —= "라고 하면 

5 17 

. 3 . ^ 15 , (刀: 刀:、 \ n (刀: 

sma = sm b - 一 이고 ae —. — , p g — , 
5 17 U 2/ U 

4 8 

cos 公 = 一， cos B = 一를 구할수 있 다 . 

5 17 

... sin (arcsin — + arcsin —) =sin (a + J3) 

5 17 \ ’ 

= sin a cos J3 + cos a sin /? 

3 7 4 15 84 

— _x_|__ 〉< _ — _ 

5 18 5 17 85 


n n ᄋ n n , 

i 이므로 


... a-\- J3 e , 7rj 

. . 3 ᅩ .15 .84 

. . arcsin 一 + arcsin —— = n -arcsin —— 

5 17 85 


2) 왼변에 코시누스를 취하면 


cos arccos - -arccos— = 


cos arccos - cos arccos— 


+ sm arccos - sm arccos — 

L l 14JJ l 7, 

lP| 1 5V3 4-V3 1 

- • — —J— - • - = — 

14 7 14 7 2 
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례 9. 


( 풀이 ) 


arccos 


arccos 


arccos 


즉 arccos| 

다음 삼각방정식을 풀어 라 . 


11 
14. 

11 
14 

^11 

V 元 , 

11 

V 元 


> arccos— 이 므로 
7 


arccos — g 
7 


0 . 


n 


arccos — = arccos— 
7 2 


-arccos — = 
7 


K 


1) 2sin 2 x-1 = 0 


2) 4cos 2 


n 


x- 


3 = 0 


3) 3tan 2 —————1 = 0 4) cot 2 X + 2 V 2 : 

3 

1) 2 sin 2 ᄌ -1 = 0 에 대 하여 


sin x = ± 


石 


를 얻는다 . 풀이모임은 


2) 4cos" 




x- 


X = k7T-\- (- 1 )々 — (A ： G Z) 


n 


cos 


3=0 으로부터 
V3 


X 


n 

~6 


: ±- 


2 


을 얻는다 . 

7T .j n n .. 571 

x - = 2 先 刀 ■士 一， x - = 2k7T ± —— 

6 6 6 6 

따라서 풀이모임은 


x 


X = 


Ikjr + — (A: g Z)>U {x|x = 2k 刀 : {k g Z)} 


)X\X : 


{2k + 1) 刀， (k e Z)}U |x 


X : 


2kn - — (A: g Z) 1 
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3) 3tan 2 义 _ 45 ° —1 = 0 으로부터 
3 

x-45° V3 x-45° , n 

tan - = + —— , - = kn± — 

3 3 3 6 

를 얻는다 . 


x = 3k^±- + - 
2 4 


따라서 풀이모임은 


; 方 I 


x = Zkrc + —7T (灰 e Z) 卜 J < 卜 I 


너뇨-케 


4) cot 2 义 +2 ^/조 = 3 으로부터 

cotx = ±(a/ 조 - 1) 


을 얻는다 . 

따라서 풀이모임은 


3 刀 " 


X : 


kn± —— {k g Z) [ 이 다 . 


례 10. 방정식 2sin2x_3cos 2 ' = a _1 이 모두 실수풀이를 가지는 
실수 a 의 값범위를 구하여라 . 

( 풀이 ) 먼저 방정 식 을 변형하면 

(幻卜 l)sin 2 x - 4 sinxcosx + (a + 2)cos 2 x = 0 


(幻卜 l)tan 
tanx e R 이 므로 


x 


- 4 tan x + (a + 2) = 0 


D = 16 - 4( 次 - 1)( 公 + 2)2 0 

즉 公 2 +次一 6<0 
줄이는 一 3< 次 <2 

( 다른풀이 ) 주어 진 방정 식 을 변형 하면 

l + cos2x 

2 sm2x- 3- - a-\ 

2 

4 sin 2x-3 -cos2x = 2a + 1 


5sin(2x-^)= 2a+ 1 
sin(2x ~(p)~ 2 ᄍ 사 
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방정식은 실수풀이를 가지므로 



- 1 < 


2 次 +1 


<1 


풀이는 一 3<a<2 이다. 


례 11 . a 굳 0 이 고 |公| 굳 1 일 때 방정 식 

a sin 2 x -{ a 2 +l)-sinx + a = 0 
은 [0, 2; r ) 에서 두개의 풀이를 가진다는것을 증명하고 그 
풀이들을 구하여 라. 

(풀이) 주어진 방정식을 

{a sin x - lXsin x-a)^ 0 
으로 변형하면 


sin ᄌ = 公 또는 sinx = — (a ^ 0) 

a 

을 얻는다. 


|끼 < 1 일 때 sinx = a 는 풀이 를 가지며 sinx = l 은 풀이 를 

a 

가지지 않는다. [0, 2; r ) 에서 0<以<1이면 


x x = arcsin a , x 2 - k - arcsin a 
- l < a < 0 이면 

x x = 7 r - arcsin a , x 2 = 2 刀 ■ + arcsin a 

| a|〉l 이면 sinx = a 는 풀이를 가지지 않으며 sin : v : = i 은 풀 

a 

이를 가전다. [0, 2; r ) 에서 a〉l 이면 

.1 .1 

x x = arcsin — , x 2 = 7 r - arcsin - 
a a 

g <_1 이면 

지 = ;r - arcsin 丄 , x 2 =2ti + arcsin - 
a a 

a 농 0 이고 쓔 1 일 때 방정식은 [0，2穴0에서 두개의 풀이 
를 가전다. 

례 12. 방정식 sinx + cosx + sinx.cosx — 1 = 0 을 풀어 라. 

(풀이) 이 방정 식 의 상수마디 가 1로 되 면 인수분해할수 있 다. 그러 
나 一1이면 인수분해할수 없으므로 변수대 입 법을 리용한다. 
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t 2 -l 

sin x + cos x = t , sin x-cos x = - 

2 

2 

r +2^-3 = 0, (，+ 3 於 -1) = 0 
... t — \ t = —3 


즉 sinx + cosx = 1 또는 sinx + cos ᄌ = -3 ( 버 린 다 . ) 


그러면 V2sin| 


f 


x + - 


K 


sin 


f n' 

X H - 

V 4. 


代 


TZ _ r TZ . 

X H — = + — 또 ' ir X + — — 

4 4 


4 


Ikn + 3 즈 
4 


방정 식 의 풀이 는 x x = 2k7r , x 2 = 2k7r-\-^-(k g Z) 

례 13. 다음 방정식들을 풀어라 . 

1) cos(lg x) = sin(lg 4x ) 2) log cos2x sin2x = 1 

( 풀이 ) 1) lgx = / 라고 하면 

. t 

cos 호 = sin — 

2 

l-2sin 2 — = sin — 

2 2 


2sm^ + sml-l = 0 


( t \ 

( t \ 

2 sin — 1 

sin — +1 

v 2 ) 

v 2 J 


sin- = - 또는 


= 0 

. t 
sin — 


1 


2 2 2 

— = 2kn-\-—, 2^ + — 또는 2kn - — 
2 6 6 2 

. T k . - - . j 

t = 4k7r + —，Akn H - 또 '!: Akn -n 

3 3 
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4 k 7 T -\ •一 

즉 x = 10 3 또는 10 


Akn+— 


또는 \0 (4 ^ (k e Z) 
2) 주어진 방정 식을 다음과 같이 고칠수 있다 . 


sin 2x > 0 

cos2x > 0, cos 2 ᄌ 숀 1 =， 
sin 2x = cos 2x 


tan 2x = l 


2x G 


Ik 刀 : ， 2kn + 




kn 


x = - 卜 • 

2 


n 


X G 


( n ' 

kn, kn -\- — 
4 


주어진 방정식의 풀이는 


nn n ( ᄀ、 
2 8 v ' 

1^2 1~2 

례 14. 1) sin A —cos A = —— cos 10° — - — 

2 V2 

소의 뾰족각 A 의 값을 구하여 라. 
a sin x + b acosx + b 


sin 10 ᄋ를 만족시키는 최 


2) 방정식 


(aZ 나 0) 을 풀어 라 . 


bcosx-\- a b^>mx + a 

( 풀이 ) 1) 주어진 방정식의 왼변을 

V2 sin(A - 45°) = V2 cos[90° + (45° - A)] 

= V2cos(l35°-A) 

로 변형 하고 오른변을 




- COSl0 o — 스 ■ 
: 2 


V2cos(l0° + 60 C 


V J 

= -n/ 2 cos70° 

로 변형한다 . 

... cos(135°-A) = cos70 o 

135°-A = ±70°, A=65° 또는 205° 
A=65° 는 최 소의 뾰족각이다 . 

2) 방정식을 변형하면 

(a sin x + b\b sinx + a)= (b cos x + a\a cos x-\-b) 
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• 2 / 22 、* 2 
ab sin x-\-\a + 公 Jsinx + aZ? = aZ?cos x 

+ (a 2 +b 2 )cosx + ab 

(sinx-cosx)[a 2 + b 2 + ^Z?(sin + cos^x)] = 0 

이 로부터 sinx-cosx = 0 , tanx = 1 , x = k 7 r + ~ 

4 

a 2 +b 2 

sinx + cosx = - 

ab 

次 2 + 公 2 > lab , 公公 농 0 이 므로 

- 스匕 2 

ab 

따라서 이 방정식의 풀이는 없다. 

따라서 주어진 방정식의 풀이는 X = k 7 T + -( kGZ ) 

4 


2) 련습문제 


1. 다음 식들의 값을 구하여 라 . 
1) arccotO + arccot (— 1) 

3) arcsin(sin —— ) 


2) arctanO + arctan (— 1 ) 
4) arccos [cos ( — — ) ] 


5) arccos (sin 브즈 ) 

10 


6) arctan (cot —) 


2. 거물삼각함수를 리용하여 다음 조건에 맞는 각을 구하여라 . 


1) sinx = — \ — < x < 7r \ 

3 U J 

、 1(71 、 

3) cos x — --< < 0 

3 I 2 , 


2) sin x = —— 7r < x < —— 

4 I 2) 

V 3 ( 3穴*、 

4) COS X =- 7T < X < —— 

3 I 2 , 


5) tanx = — 7r < x < 


6) cotx : 


2 I 2 


< x < 0 


3. 다음 함수들의 뜻구역과 값구역을 구하여 라 . 


1) y = 2arcsin 2x 


2) y = —arccos 3x 
2 
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X 


3) y =3arctan — 


4) y = 2arcsin (3 - 2x) + ^ 


5) y = — arccosV4- 
2 


x 


7) y = varcsinx 

4. 다음 식들의 값을 구하여 라 . 

3 

1) sin(2arcsin —) 

5 

2 

3) cos(2arccos — ) 


6) 少 : 


8) •广 


n 2 

— +arctan - 

2 x — 2 


Varctanx 


2) sin( —arcsin —) 
2 5 

4) cos (丄 arccos 스 ) 

2 5 


5) sin (arcsin — + arccos — ) 

6 8 

5. 다음 함수들의 거물함수를 구하여라 . 


9 


6) cos (arccos — + arccos — ) 

7 11 


1) j ： 


2 


arcsin4x 


x 


2) y = 7t + arctan — 
ᅳ 2 


6. 다음 식 들을 증명하여 라 . 

1 、 5 : . 12 刀 " 

1) arccos — +arcsin — == — 

13 13 2 


2) arccos. 


- arccos- 


V6+1 

2V3 


n 

~6 


。 1 1 32 

3) 2arctan— + arctan — = arctan —— 

5 4 43 


4) cos(2arctanx) 


느즈 ; 5) cos (i arccos x) 

1 + x 2 2 


1 + X 


6) 2arcsinx = arccos (l-2x 2 ) (|x| < 

7. 다음 방정식들을 풀어 라.。 

1) sin 2 ᄌ =cos 2x — 4sin 2 x + 1 

2) 2sin 2 x + cos 2 x =4 — 5sin x cos x 

3) 8sin 2 x + 3sin x —4 = 0 
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4) 


sin 2x 


smx + cosx 


馬 


cos 


x- 


代 


l + 2sinxcosx 


5) tan(cos2 x — — )= sin2x 


6) Vl + sinx - Vl-sinx = 2 cos x 


3) 자체시험문제 
一 선택문제 

1. 다음 식에서 뾰족각은 ( 
A. arccos [cos ( — —— )] 


) 이다 . 
In 


B. arctan(cotx) = x 


x e 


n n 

Y’7 


C. sin(arcsin —) = — 
3 3 


D. arcsin(sin —) =sin(arcsin —) 

4 4 


2. 구간 


—i ， 1 


에서 함수 J = X 와 같은 함수는 ( ) 이 다 . 


A. y = arccos (cosx) B. y =arcsin(sinx) 

C. y =sin(arcsinx) D. y = cos (arccos x) 

3. 함수 j =arcsin(tan:c ) 의 뜻구역은 ( ) 이다 . 


A n ^ ^ n 

A. - 드 x ^ — 

4 4 

n 


B. k,--< X <k, + -(keZ) 


C. k7T -\-~<X<{k-\- l)7T - — (k G z) 


D. Ikn - < x <2/c/r + — (k e Z) 

4 4 V 7 

4tt 

4. 다음 모임에서 방정식 sinx =sin ——의 풀이모임이 아닌것은 ( ) 이다 


A. \x 


x ■ 


k7T + 1)" — {k G Z) 


B. <x 


x ■ 


kn 4 - (- l) A —(A: g Z) 
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C. i xx = kn + (- l) A arcsin— g Z) 


D. |xx = 2kn + y 도는 x = Ikjr + (A: g Z)| 

f l、i / \ ( 2 \ 

5. a =arcsin —— ， b =arctan(-v2 , c =arccos —— 사이의 크 

v 3 J V 3 J 

기관계는 ( ) 이다 . 

A. a <b <c B. a <c <b C. b < a <c D. b <c < a 

6 . arcsin(cos2) 는 ( ) 와 같다 . 


A. n-2 B. l-7t C. --2 D. 2- — 

2 2 

7. arctan x <arccot x 풀이 모임 은 ( ) 이 다 . 

( n \ 

A. 一， +oo B. (-go, 1) C. (l, + go) D. (-oo ? 0) 

v4 ) 

8 . arccos 〉 1 이 면 x 의 값범 위 는 ( ) 이 다 . 

A. [-1, cosl) B. [-1, 0) C. (0, 1] D. (cosl, 1] 

9. 방정식 sinx+cosx = 足가 [0 ， ;r ] 에서 두개의 풀이를 가지면 k 

의 값범위는 ( ) 이다 . _ 

A. -4l<k<4i B. -\<k<4i 

C. 0<k<y[2 D. \<k<^2 

10. j = (arcsinx) 2 +4arcsin ᄌ + 4 의 최소값은 ( ) 이다 . 

2 2 

A. 0 B. 1 C. - h 2tt + 4 D. - 2tt + 4 

4 4 

- 해답문제 

11. 1 ) 0 < '<1 일 때 y = arcsinVl _ x + arcsin 4x 를 구하여 라 . 

2 ) 부 0 이면 7 = arctan arc cot 丄을 계산하여라 . 

x 

3) 방정식 sin5*x+sin*x: =3cos2:r 를 풀어라 . 

12. 함수 少 = arcsin(x 2 — ᅬ의 뜻구역과 값구역을 구하여 라 . 

13. 방정 식 sin 4 义一 2cos 2 :c + 以 2 = 0 이 풀이 를 가질 때 a 의 값을 구 
하고 방정식의 풀이를 구하여라 . 
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5. 안같기식 


1) 문제둘이방법 


례 1. ;c 에 관한 안같기식 

3( 公 + l)x - 3 > 2ax - 3a 

를 풀어 라 . 

( 풀이 ) 보조변수가 들어간 안같기식을 풀 때 에는 안같기식의 기 본 
성질에 따라 풀이의 범위를 고찰하여야 한다 . 

주어 진 안같기식 을 변형하면 

(公 + 3)x > 3(1 - a) 


① a 〉一 3 일 때 풀이모임은 


x 


X > 


3(1-a) 
(2 + 3 


② a = -3 일 때 0.x 〉 12( 모순 ) 

③ a<— 3 일 때 풀이모임은 |;o：< 
례 2. x 에 관한 안같기식 


... X G0 

3(l-g)| 

幻 3 


2x 2 4- mx-\-2 > 0 

을 풀어 라 . 

( 풀이 ) 한변수 2 차안같기식 의 풀이 는 한변수 2 차방정 식 의 풀이 를 구 
하는것으로 얻을수 있다 . 

D=m 2 -4.2.2>0 일 때 즉 m>4 또는 m < -4 일 때 방 
정식 2_x 2 +m*x + 2 = 0 은 두개의 풀이 
— m ± m 2 -16 


를 가전다 . 

① m = ±4 일 때 주어 진 안같기 식 의 풀이모임 은 


x 




② m 〉4 또는 m < -4 일 때 주어 진 안같기 식 의 풀이 모임 은 
-m + 、 /m 2 -16 | ■ ■ | | -16 


x 


X > 


4 


u 


x 


X < 


4 


③ 一 4<m<4 일 때 풀이 모임은 {x\x g R} 
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례 3 . 안같기 식 


2x-l 
x~ — x — 2 


〉 0 을 풀어 라 . 


( 풀이 ) 분수안같기식에 대한 풀이는 련립안같기식으로 일반화하여 
문다 . 

주어 진 안같기식 은 다음과 같이 바물수 있 다 . 
f2x-l>0 

( 1 ) 


또는 


⑵ 


— x — 2 > 0 
[2x-l<0 

— x — 2 < 0 
식 (1 ) 로부터 풀이는 x>2 

식 (2 ) 로부터 풀이는 一 l<x<i 

2 

따라서 주어 진 안같기 식 의 풀이모임 은 


)X\X > 


2}u- 


X 


— 1 < X < • 


2 


례 4. 안같기 식 jc-2 - 2jc + 5 〉 2 ᄌ 를 풀어 라 . 


層에일 때 


2-x + 2x + 5>2x 





1 

2 ] 


시니 


2 — x 2x 一 5 〉 2x 


. . x < — 


풀이모임은 |x 
③ JC〉2 일 때 




x 一 2 一 2x 一 5 〉 2x 
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x < — 


풀이모임을 가지지 않는다. 

따라서 주어 진 안같기식 의 풀이모임 은 fjc 


X > ——卜 1 다. 


례 5. 안같기 식 ^/ lgjc-l < 3- lgx 를 풀어 라. 

(풀이) 무리안같기 식 은 련립 안같기 식 으로 만들어 풀이 를 구한다. 
주어 진 안같기식 은 


lgx - l >0 
3 -lgx > 0 
lgx - l <(3- lgx ) 2 




x >10 
x < 1000 


lg x -71 gx + 10 > 0 
x >10 

=> < 1000 

x < 100 또는 x > 10 5 
따라서 주어 진 안같기 식 의 풀이 모임 은 | x|lO < x > 10이이 다. 


례 6. 안같기식 


\log 3 log, X 2 - 


2 


<1을 풀어 라. 


(풀이) 0 < — <1이므로 지수함수의 성 질에 의하여 
2 


logsiogi 


4 


x " 


>0 


이 고 3〉1이므로 로그함수의 성 질에 의하여 


logi 


4 


X 


>1 


乂 


x 2 -->0 


니 <1 

5 5 


화 


X > 


iS 


또는 x <- 


2V5 


— 1 < X < 1 


따라서 안같기식의 풀이모임은 
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u 


-1 < x < - [[j\x 


5 


2 V 5 


< x < 1 


2x~7x+3 


례 7. 안같기식 | l - x | 
(풀이) 주어진 방정식은 
|x -1| < 1 

1 2x 2 -7 x + 3 > 0 


< l ( x # l ) 을 풀어 라. 


또는 


|x-l| > 1 

1 2x 2 -7 x + 3 < 0 


으로 변형할수 있 다. 즉 

|0 < x < 2 (x ^ 1) ᄄ ᄂ |x > 2 또•는 ᄌ <0 
[(2 x - l)(x _ 3) 〉0 ᅩᄃ \{ 2 x - lXx -3)<0 
따라서 주어진 안같기식의 풀이모임은 

0 < x < — 또는 2 < x < 3 
2 

례 8. 公〉0，公〉 0， c 〉0 이고 公 +公 + c = l 일 때 


1) 


ya 


A 


b 


Ac 


>: 


2) "4 a +1 + 、l4b +1 + 、l4c +1 < 5 
임 을 증명하여 라. 


(증명) 1) 왼변: 


l-a l-b l-c 公 + c a + c a + b 


> 


a b c a 
24bc 2 ^[ac 2 ^[ab 


a 公 
따라서 안같기식 


公 c 
:오른변 


> 


\a 


八 


b Ac 

2) 왼변 = "4 a + l +"4/? + l +"4 c + l 


-1 


之8 이 성 립 한다. 


< 


V(4a+i)-i+V( 46+1 )- 1+ V( 4c+1 )- 1 

4 a + 1 + 1 4公 +1 +1 4 c +1 +1 


< 


2 2 
4 (a + b + c )+6 _ 10 

2 _T. 


2 

오른변 


따라서 안같기식 、/4 a + l + 、/4 Z ，+ l + v 4 c + l < 5 가 성립한다. 
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례 9. 1) o 〉 Z) 〉 0 일 때 


U + 7 -\— ^ 3 

{a_b).b 


임 을 증명하여 라 . 
2) a, b, c e R+ 일 때 


으 + 丄+으그 

公 + c c + 公 a + b 2 


임 을 증명하여 라 . 


(S 명 ) 1) 왼변 = “ + 7- x — — (u — b)b - r — 

、 a-b).b V ] [a-b\b 

a 〉 b 〉 0 ， 公〉公이 므로 

(a-b)> 0 

' 왼변 =(fl 나)나 

=3= 오른변 
따라서 안같기식 

a H ---> 3 

(a-b)-b 

이 성 립한다 . 

2 ) 안같기식 을 변형하여 

a ' b ' c , 3 ^ 

-+ 1 +-+ 1 +-+ 1 > — + 3 

公 +c c+a a+b 2 

이 성 립 한다는것 을 증명하면 된 다 . 

, a-\-b-\-c a-\-b-\-c a-\-b-\-c 

왼변 =-+ - + - 

b-\-c c-\-a a-\-b 


나나너-스 - + _ 스_ + 丄 
V^ + c a + c a+b J 

|[((2 + /?)+(Z? + C)+(“ + C)]. T^ + ^^ + ^T- 
2 \b + c a-\-c 公 + 公 


> — 4 - b\b + c)(a + c) • 


(a + 公 H 公 + cna + c 
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2 


:오른변 


따라서 안같기식 
성 립 한다. 

즉 주어진 안같기식 


려 U 0. 0예일 때 


a 1 b 1 c 
• + 1 + -+ 1 + - 


公 + c 


C + 次 


a+b 


+ 丄+ 으>프이 

公 + c c + a 次 + 公 2 


A =1 — 公 2 , B=l + 公 2 , O 


1 — Q 


사이 의 크기 를 비 교하고 그 리유를 설 명 하여 라. 

(풀이) 0< a < 丄이므로 l - a 2 <l + a 2 즉 A<B 
2 

l-(l + g 2 )( l - fl ) 

1 — Cl 


그리고 C 一 B : 


-(l + a ) 2 


\ — u 

公ᅩ公 2 — 幻 f + lj 
1 — U 


1 _ CI 


+ - 


이므로 C>B 
... A < B<C 


례 11. 1) lH — ~r= H — -j= + • • • H — -j= 〉 2(V 穴 + 1 _ 1) 

、/2 V 3 、ln 


2) 스< 


1 


+ • • • H -< 1 

2 n-\-l n -\-2 2 n 


을 증명하여 라. 
(증명) 1) 1 


> 


"Z-yfk yj~k + y[k -\[k + 、ᅵ k +' 


"足 + 1 -、/ 玄 


... 구녜元-표) 
yjk 

왼변 = 1 +ᅩ + ᅩ + ••• + ᅩ 
-\/2 -\/3 yfn 

>2(V2-1 + V 3- V 2 + V 4- V 3+-- 


+ 、ln 


9 

+ 1>- 가 
2 

성립 한다. 


>0 


TT - V ^) 
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= 2("« + 1-1)= 오른변 
따라서 주어진 안같기식 

1 + 스 + ~^= + ••• + -^= > 2Un + l -1 

V2 V3 ▲ 、 

이 성 립한다. 

ᄊ 1 1 1 / 

2) — <-< 一 (穴 < 소) 

In n + k n 


1 

1 1 

1 

i 

1 

1 

i 


_1- 卜 ..._1- 

> 一 + 

- 卜 . 

• • H -= 

n - = 

= 一 

n + \ 

n + 2 2n 

In 

2n 

2n 

2n 

2 




:개 




또한 

1 1 

1 

1 1 

i 

1 


-+-+ … 

+ —— < 

—+ — 

+ - 

= 穴 •一 = 

= 1 


n + \ n-\-2 

2n 

n n 

n 

n 



«개 

따라서 주어 진 안같기 식 이 성 립한다. 

례 12. a , 公 가 실수이 고 a 2 + 公 2 = 1, x 2 + y 2 = 1 일 때 

\ax -\- by\<l 

임 을 증명하여 라. 

(증명) [ a 2 -\- b 2 \ x 2 + 3시 = 次 2 :父 2 + 스 2 少 2 + 一少 2 + b 2 x 2 

> a 2 x 2 -\- b 2 y 2 + 2 abxy = (ax + by ) 2 
따라서 |ax + 하 y|<l 이 성립한다. 

(다른 방법) a = sin 公 r , b - cos 公， x = sin /?, y - cos /? 라고 하면 
왼 변 = \ax + by \ = Isin a • sin J 3 + cos a • cos J 3\ 

= |cos (公 - J 3^<1 = 오른변 
례 13. 안같기식 

、ja + 、ja + 나 : f … + ^[a < V ^* + 1 (次〉 0) 

' 巧 • 

을 증명하여 라. 

(증명) (수학적귀납법) 

1) /2 = 1일 때 ‘ < 士 + 1이 성 립한다. 

2) 사 = 足일 때 안같기식 
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、l Cl +、j 次 … + -\[u < yfo. + 1 

이 성 립한다고 하자 . 

자 = 足 + 1 일 때 


卜 2 +、"2 + 、 / 幻幻 f < 

k+\A 


나 ■\fu + 1 + 


a = 


、 j (V 표") 2 + 1 * -\fu + 1 < 、 j (V 표" + 1)2 = + 1 


즉 « = 足 + 1 일 때도 안같기식 이 성 립한다 . 
따라서 주어 진 안같기식 이 성 립한다 . 

례 14. a, b ， c 가 정수일 때 


a 2 公 2 c 2 、 a + 公 + c 

-1-1-^- 

公 + c c + a a + b 2 

임을 증명하여라 . 

(S 명 ) a + 公 + c = 호라고 하자 . 

왼변은 

a 7 b c t 1 t t 

公 - ho - he - = a - ho - he - t 

t — u t — b t — c t — 公 t — b t — c 



\t — ci t — b t — c 


이때 

— + — + -^>3t 3 l~ 1 - 之 i 이므로 

t _ u t _ b t _ c y {t _ ci){t _ b、)(、t _ c) 2 

a 2 公 2 c 2 ^ t 幻 M •公 + c 

- + - + - > - = - 

b-\-c c + a a + b 2 2 


(다른， 스 + 버 2 、 스 
公 + c 4 \b-\-c 

b + c 

-= a 

4 

① 

같은 방법으로 



公 2 c-\-a 7 

-+-> 公 

c-\-a 4 


② 

c 2 幻卜卜公、 

-+- >c 


③ 


a + b 4 
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식 ①，②，③을 더하면 주어 진 안같기 식 이 성 립한다. 
례 15. 부채형의 둘레의 길이가 L 이다. 부채형의 중심각이 얼마일 
때 면적이 최대로 되겠는가? 

(풀이) 부채형의 중심각이 分이고 반경이 R 라고 하면 

L = 2 R + R 多 


R = 


L 


2 + 6 > 


부채형의 면적은 

S = 1r 2 6> = - 
2 2 


L 


2 + 0 


6 


L 2 •- 


9 


1 


그런데 


2(2 + 多) 2 + 6 
6 1 6 + 2 


1 


2(2 + 6) 2 + 0 2(2 + 0) 2 

，시 2 L 2 

"16 


이므로 


S<L 2 • 


4 


e 


즈 

ᄀ 2(2 + 0 ) 
최 대 이 다. 

L 2 

즉 S 최대 

16 


2 + 0 


일 때 즉 多 = -2일 때 부채형 의 면적 이 


2) 련습문제 
- 선택문제 

1. a </)<0 일 때 옳은것은 ( ) 이다. 

A .、JH < ~\fb B. — < — — 

T 2 b 

C. -<- D. 이외의것은 옳지 않다. 

公 a 

2. 안같기식 lgx 2 <10 의 풀이 모임 은 ( ) 이 다. 

A. {x|0 < x < 10} B. {x|x <10} 

C. {x|-10 < x < 0 또는 0 < x < 10} D. {x|-10 < x < lo } 
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3. xeR 일 때 (1— x ).(1- jc )〉0 의 필요충분조건은 ( ) 이다. 


A . 

H<i 

B . | x | > 1 


C . x < 1 

D . x > -1, x ^ 1 

4. X E 

b 11 - 

일 때 /( x ) = 

= log 

3 - log 3 3 x 의 

3 27 3 

최대값은 ( ) 이다 

A . : 

12 B . 5 C . 

一 4 

D . 3 


5. a , b e R _ 일 

때 다음의 안같기식이 성립하는것은 ( ) 이다. 

A . 

|a + Z ?| < 

\ a - b \ 

B . 

| 次 + Z > 卜 \ a - b \ 


C . | 

次 + Z ?| < 


D . 

| 公 + Z ? 卜 | 公| - |公| 



6. ; ceR 에 대 하여 다음의 안같기식 이 성 립하는것 은 ( ) 이 다. 


A . lg ( x 2 + l )^ lg 2 x B . arcsinx < y 

, 1 

C . x 2 + 4 > 4 D . — — < 1 

x 2 +1 


7. 


안같기식 목- 1 ) (, + 2 ) < 0 ^ 풀이는 ( ) 이다. 

( x -3)( x -4) 

A . x <-2 또는 3< x <4 B . x <-2 또는 3< x <4 

C . x <-2 또는 3< x <4 D . ; c <-2 또는 3< jc <4 또는 jc = 1 


8. 안같기 식 ax 2 + fee + c < 0 의 풀이 모임 이 0 이 면 ( ) 이 다. 

A . 公>0이고 公 2 - 4 ac 〉0 B . o >0 이고 公 2 - 4 ac <0 

C . a <0 이고 公 2 - 4 ac >0 D . a <0 이고 公 2 - 4 ac <0 

- 빈칸재우기문제 


9. 3개의 수 


f 4 1 

4 

f 6 ) 

UJ 

? 



, log 3 —의 크기순서는 
4 4 


10. 안같기 식 ax 2 + 幻必 ; c + 6 〉0의 풀이 모임이 ( x |2< x <3} 이면 
a = ，公 = 


11. 안같기식 


' ~2 


〉2 ;c 의 


풀이 모임 은 


12. a 之스 >0 이면 log , a + log t b _ llog ^ - 

—n ~a 一 a + b 

13. 방정식 x 2 _2 x + lg (2 a 2 - a ) = 0 이 하나의 정수풀이와 하나의 실 
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14. 


수풀이 를 가지 면 실수 o 의 값범 위 는 


안같기 식 


81 


8+log 2 J 


> 


log 卜 


의 (0, 1) 에서의 풀이는 


15. 8ᄌ 2 +Z +」一 = 6 이 고 x < 0, 기 < 0 이면 x = _, y =_ 

x xy 

16. 0<* x <2; z ■ 일 때 안같기식 2 sin 2 '- sinx-l < 0 의 풀이모임은_ 

一 해답문제 + 

17. 안같기식 ax + 1 < 以 2 + jc 를 풀어 라. 

18. 안같기식 ^/loglx + lo 。 ᄌ-2〉 21 og 2 ᄌ-2를 풀어 라. 

19. 义 e R 에 대 하여 lg (公 x 2 +3公 x + a + 2) 가 늘 뜻을 가지 도록 a 의 
옹근수풀이를 구하여 라. 

a+b+c 

20. 次〉公〉 c 〉0 일 때 a a • b b • c c 〉 ( abc ) 3 임 을 증명 하여 라. 

21. neN , «〉2일 때 log w ( n - l ) log w O + l ) < 1을 증명하여라. 

22. a , b , c 가 AABC 의 세 변 이 라고 하면 


23. 


abc 

-1-〉- 

\-\-a 1 +公 1 + c 

임 을 증명하여 라. 
x > 0, j > 0, z > 0 일 때 


24. 


、 jx 2 +xy + y 2 니 y 2 + yz + z 2 > x + y + z 
임 을 증명하여 라. 

x , y , zeR + 이 고 x + j + z = l 이면 


( n 

r n 

f n 

i+- 

i+- 

i+- 

느 xj 

l y) 

l zj 


라는것 을 증명하여 라. 


3) 자체시험문제 


一 선택문제 

1. |ᄌ 一 少| < 2가 는 | x - a | < h , | 少 一 식 </卜의 ( ) 이 다. 
A . 필요조건 B . 충분조건 

C . 필요충분조건 D . 그외는 아니 다. 
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2 . 


次 , 

beR + 

일 

때 

안같기 식 

a 

> 

1 

— > 

-b 는 ( 

) 이다. 










X 




A . 

1 

—— < 

X 

<0 

xr 느 

— l _ 匕 

0< 

X 

< 

1 

B. 

1 

x < —— 

ᄂ 1 

또는 x>- 


b 







a 


b 

a 

C. 

1 

—— < 

X 

<0 

CC 느 

— L - 匕 

0< 

X 

< 

1 

D . 

1 

-< X 

1 

< 一 


a 







b 


a 

b 


3. 안같기 식 lg ^— >0의 풀이 모임 은 ( ) 이 다. 

2 — x 

A . { x|l < x < 2} B . { x|l < x < 2 } 

C . { x|x > l } D . { x|x 굳 -2} 


n 


4. 등 •< 幻 r < 刀■이고 | x - l | lgsina 〉 lgsin 2 a 라고 하면 义 의 값범위는 


( ) 이다. 

A . x < —1 

C . x < -1 또는 x > 3 


B . x > 3 
D . — 1 < x < . 


i . a , + 일 때 안같기 식 이 성 립하는것 은 


) 이다. 


A . 쓰스 -2 

公 a 

C . ^>-2 
公 a 

- 빈칸재우기문제 


B . -2<- + -<0 
公 a 

D . 0<^ + ^<2 
公 a 


6. 안같기식 jc + 1|- jc -1| 〉1의 풀이모임은 _이다. 


7. 함수 y = / log ^ jc - l ) 의 뜻구역은 


이다. 


8. 안같기식 ajc 2 + 公 jc + 2 〉0 의 풀이모임이 | x | 
a =_ ， b =_이다. 


_-< x < -이면 


9. 전체모임이 E = R 이고 A = |x 卜: 2 +3义 + 2 < 아， B = 卜: 2 + 2义 = oj 이 

면 Af | B = _이다. 

f]Y ,— 

10. logj - > log ! V 2" 1 일 때 ᄌ의 값은 _이다. 

V 2 y t 


3 


85 



- 해답문제 

11. 포물선 少 = _ x 2 -2 x — 3 이 직 선 j = x + 4 의 아래 에 놓이 도록 x 의 
범위를 구하여 라. 

12. 다음의 x 에 관한 안같기식 을 풀어 라. 

丄 

1) a x > a x { a 〉 0) 

2) log 一 x < log 。a (a > l ) 

13. 함수 / ⑴ = logy 에 대 하여 안같기 식 

2 

MUM > f [ (Xl ，시온 모두 정수) 

2 V 2 j 

임 을 증명하여 라. 

14. 3 jc 2 +2 少 2 =16일 때 jc 2 + j 2 의 최대값을 구하여라. 

15. jc 에 대 한 안같기 식 을 풀어 라. 

1) a 2 ' +1 < a x+2 + a . v - 2 (a > 0) 

2) log v (x +1) > log (대) x ( x >0, x ^ l ) 
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6. 수렬과 수학적귀납법 


1) 문제둘이방법 

례 1. 수렬 lgl 60, lg 80， lg 40, lg 20, …， lg ^-, …이 주어졌 

을 때 2 

1) 일반마디가 a „ 이 라고 하면 식, =10 fl " 으로 된 수렬 { b n } 
은 같은비 수렬이 라는것 을 증명하여 라. 

2) 수렬 에서 몇개의 마디들의 합이 최대로 되며 최대 
값은 얼마인가? 

3) 수렬 의 n 째 마디 까지의 합이 부수일 때 최소인 마 
디 의 개수는 몇개 인가? 

(풀이) 1) 久 = lO a " 이 므로 b x =160, b 2 =80, & 3 =40, Z > 4 =20, … 

/1 \ n ~ l /1 

••- b lt = l 60 x - , Z >„ +1 =160 x - ， 

^ = - (상수) 

K 2 

따라서 {氏,}은갈은비수렬이다. 

- /1 y _1 ~ 

2) 公" > 0 즉 lg 160 x — > 0 이 라고 하자. 

[ v 2 y _ 

싹 > 1 각 2“ < 160 화 2“ <2 7 =^ n<S 

2 „-i 

따라서 fa , ᅪ에서 8째 마디까지의 합이 최대이며 
S 8 =8 + 41 g 2 

lgl 60_ lg | X ) -n 

3) S <0 즉 ---- <0이라고 하면 

2 

nlgm + lg^-'-^KO 
nlgl 60- - lg 2 < 0 
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2 

n > 9 + - « 15.64 

lg2 

따라서 n = 16 일 때 S„<0 인 최 소마디수이 다. 

례 2 . 수렬에서 «째 마디까지의 합이 

S„ = an 2 + bn + c ( a , b , c 는 싱"牛) 

라고 하면 수렬 faj 이 같은차수렬이기 위한 필요충분조건은 
c = 0 이 라는것 을 증명 하여 라. 

(풀이) 충분성. c = 0 으로부터 S „= an 2 +bn 은 같은차수렬이다. 
공식 

JSj (n = l ) ja + b (n = l ) 

G " [S„ - S„_! (n > 2) ^ [2 an + ( b - a )( n > 2) 

= 2 an + ( b - a ) 

으로부터 

a n - a n _ x = 2 an + b - a - 2 a{n - \)-b + a = 2 a (상수) 

따라서 faj 은 갈은차수렬이다. 

필요성 . { a n } 이 같은차수렬 이 면 c = 0 이 다. 공식 


a„ 


a + b + c 

s„-s , 니 


= 2 an + ( b - a ) 


(« = 1 ) 
("之 2 ) 


a x = a + b + c 
a 2 =4 a -\- b-a = 3 a-\-b 
a 3 =5 a-\-b 

仁,,}은 갈은차수렬이므로 


a 3 - a 2 = a 2 - a x => 2次 = 2 a + c => c = 0 
따라서 ■{이, I 이 같은차수렬이 기 위한 필 요충분조건은 c = 0 
이 다. 

례 3. 4개의 수가 있다. 여기서 첫 3개의 수는 같은비수렬을 이루고 이 
수들의 적은 216이다. 뒤로부터 3개의 수는 같은차수렬을 이루 
며 이 수들의 2제곱의 합은 56이 다. 이 4개의 수를 구하여 라. 
(풀이) 첫 3개의 수는 같은비수렬을 이루고 뒤로부터 3개의 수는 
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같은차수렬을 이루므로 4개의 수를 각각 


a 


— ? 公 , aq, 

q 

2aq - a 로 놓을수 있 다. 조건 

— - a- aq = 2\6 ① 

公 

次2 + “2"2 _|_ (2 次" — 幻 f ) = 56 ② 

로부터 식 ①에서 以 = 6을 얻어 식 ②에 갈아넣으면 q } =- 

3 

또는 〜=느를 구한다. 

2 15 

4 22 

따라서 4개의 수는 9，6, 4, 2 또는 45, 6, -이다. 

5 5 

례 4. 두개의 서로 다른 정수 a ， 스 사이에 사 개의 수 x 1? x 2? …，샤 
을 끼워넣 었을 때 다음의것을 증명하여 라. 

1) a , x 1? x 2? …，샤，公 가 같은차수렬을 이루면 


a + b x l + x 2 +-- + x n 
2 n 

2) a , x l 9 x 2 , …， x ᄍ, / 7 가 같은비수렬을 이루면 
4 ab - 국 Jx ' • x 2 . x n 


(증명) 1) 수렬 a , x 1? x 2? …，샤，公 의 공통차를 " 라고 하면 
x { = a -\- d , x 2 = a -\- 2 d , • • •, x w = a~\~nd 


b = a -\-{ n -\- l)d 

~~~~ = ~[ci a (n l ) d ] = a -\- 


n + 


1 ) 


d 


또한 

Xj + x 2 + • * • + nu + (l + 2 + • • • + njd 


n 


na + 



n-\-l 7 
- a -\ - a 


n 


2 
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. a + b _ x x + x 2 +••• + 〜 

2 n 

2) 수렬 a , x l 9 x 29 ' ，스의 공통비를 g 〉0 이라고 하면 

지 = ag , x 2 = aq 2 , x n = aq n ，公 = aq n+l 


_ _ n+\ 

yfab =、ja • aq n+l = ^ja 2 • q n+l = aq 2 
그리 고 사 x ， x 2 "… x w = n ^a n .q l+2+ - +n 


^fab = 人 jx ' • x 2 . 



n{n+\) 

•公 2 


n+\ 

= aq 2 


•x 


n 


례 5. 수렬 lgx ” lgx 2 ，…, lgx „ ，••• 이 같은차수렬이다. 이 수렬의 
씨 째 마디 는 A ： 이 고 A ： 째 마디 는 m (足부 m ) 이 다. 수렬 x l5 
■ x 2 ，…,，•••의 첫 소 + m 째 마디의 합을 구하여라. 

(풀이) 같은차수렬 의 공통차를 d 라고 하면 


d = \ gx 2 - lg 자 =lg — 
" 자 

조건으로부터 lgx ,„ = k , \ gx k = m 


즉 \ gx k =lgXj +( A :- l ) lg ^- = m ① 

지 

lgx m = lgx ! + { m -\)\ g — = k ② 

이 

②一① 하면 

k -m = (m - A:)lg — 

지 

, , , , x 7 k - m , 

그러면 d = \ g — = - = -l 

X [ m-k 

... k = \ gx x +{ m - 1)( - 1) 

즉 灰 + m - l 

따라서 같은차수렬 lgx l5 lg _ x 2 , •••, lgx „ ，••• 은 k + m-l , 
k + rn -2 , k + m -3 , •••, k + m-n , ••，이 다. 
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례 6. 


( SOI ) 


따라서 수렬 {八}은 10 i+m — \ 10“ m — 2 , …, 10네，… 이다. 
즉 첫 마디 가 1아 + m ᅩ 1 이 고 공통비 는 10 一 1 인 무한감소수렬이 다. 

■' S 네 (1( 广 _1) 

ᅀ ABC 에서 tanA 는 3 번째 마디가 一 4 이고 7 번째 마디가 4 

인 같은차수렬의 공통차이다. tanB 는 3 번째 마디가 ᄉ이고 

3 

6 번째 마디 가 9 인 같은비 수렬 이 다. 

1) AABC 는 뾰족 3 각형 이 라는것 을 증명 하여 라. 

2) 이 3 각형의 가장 짧은 변의 길이가 1 일 때 최대인 변을 
구하여 라. 

1) 조건 — 4 + (7-3 )tanA = 4 , | tan 3 B = 9 으로부터 풀이 

는 tan A = 2, tan B = 3 
tan C = tan[;r - (A + B )] 


= - tan(B + A ) = 


tan A + tan B 
1 一 tan A • tan B 


2 + 3 
1-2 x 3 


ZC = 45° 

그런데 

tan A = 2 > 0, tanB = 3 > 0 , 0< A , B < 180° 

이 므로 A , 묘는 뾰족각이다. 

따라서 AABC 는 뾰족3각형 이 다. 

( 刀•가 

2) 탕겐스함수는 0, 一 에서 증가함수이므로 A , B , Ce 
V 2 J 

( 제 

0, — 이 고 tan C < tan A < tan B 

l 2 j 

따라서 Z C 는 최소 ， Z B 는 최 대 즉 Z B 에 대 응하는 
변 公 는 최대 이 다. 

또한 tanB = 3, tanC = l 이므로 

sinB = —sin C = 

VlO 2 
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시누스정리로부터 

b = c_sinB = 3_^ 
sinC 5 
는 가장 큰 변이다. 

례 7. 수렬 faj 의 첫 « 째 마디까지의 합이 S „ 이고 =1 , 
S n+1 = 4a n + 2 (n = 1, 2, 3, …) 이 라고 하자. 

1) a n+1 = 4(a n 一 公니) 을 증명 하여 라. 

2) a „ +1 〉2、을 증명 하여 라. 

(증명) 1) S „ +1 =4 a „ +2, S „ = 4 a „^ +2 로부터 
a n+\ = S «+1 - S" = 4«„ + 2 - 4 a “ - 2 

= 4 K 

2) n = l 일 때 

aj =1, S 2 = 4 aj + 2=> a 2 =5 
a 2 > 2 flj 

따라서 안같기식 이 성 립한다. 

n = k 일 때 안같기 식 아^〉]% 가 성 립 한다고 하자. 
n = k +1 일 때 

a k+2 = 4( 아 +1 - 아) = 2a k+l + 2(a k+l -2a k ) 

• • a k+l 〉오公 4' 

• • a k+l - 2公々- > 0 

• • a k+2 〉2公 (t+l 

즉 n = k +1 일 때 안같기 식 이 성 립 한다. 

따라서 수학적 귀 납법 으로부터 « e N 에 대 하여 안같기 식 
a i+1 〉 2 a „ 이 성 립 한다. 

Sfl 8. 수렬 {사에서 a , =1, a 2 = 1, a 3 = 이 + a 2 = 2 이 고 

公 n+1 = a„ + a n _, 

로 표시될 때 일반마디공식 이 

1+VsY ri - VsY " 

~J 
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이 라는것 을 증명 하여 라. 



( SS ) n = l 일 때 


례 9. 


( S 명) 


1 

|1 + 、/궁、 


^ i - VsY 

al 1 

l 2 ; 


l 2 1 


n = 2 일 때 

1 

7 F 


公'， 


l + VJ ) ( 1- V 5 


2 


2 


J \ J 

n< k 일 때 명 제 가 성 립 한다고 하자 
穴 = 足 +1 일 때 a k+l = a k + a k _ x 


i 4V5 

Ts ~ 


즉 a 


k+i 


:7 F 


+ 


VF 


1W5 ' 
2 

1 + V5 
2 


1 - V5 ' 


J V 

k-\ 


2 ) _ 
1 - V5 


,k-\ 


1 

ri+vs^ 

k 3+V5 

1 

ri-vs] 

S 

l 2 j 

2 

+ VF 

l 2 J 


1 

卜、/!、 

k+\ 

ri-v9 

k+\~ 

4—5 

l 2 J 


l 2 ) 



따라서 자 = 소 + 1일 때 에도 명제는 성 립한다. 

따라서 수학적귀납법으로부터 주어진 명제가 성립한다. 
f { x ) = x n (穴 G N , 穴〉 1) 이 고， 사 , 义 2 > 0 일 때 

f ( ᄌ 1 + 니 < /(xj+/(x 2 ) 

I 2 )~ 2 


임을 증명하여라. 
n = 2 일 때 


r x x + x 2 ^1 


( X x -\-X 2 ^ 

2 ^ 


노 2 


< 


x \ + xl + 2 xjX 2 

、 , 4 

X \ + X 2 + X l + X 2 _ f( X l ) + f( X 2 ) 


4 


2 





례 10. 

(■[) 


따라서 안같기식이 성립한다. 

사 = 소_10>3)일 때 안같기식이 성립한다고 가정하면 즉 


r x l -\- x 2 ^' k 1 
一 2 一 


< 


xf _1 + x k 2 ~ 2 

2 


그러 면 n = k 일 때 


^ Xj + x 2 ^1 

k 

f 네 2 ^ 

k-\ 

x x + x 2 

l 2 ) 


^ 2 j 

2 


< 


ff -1 + X k 2 ~ l x x + x 2 xf +X 2 4 - (xf _1 x 2 + ᅪ 1 ' 1 , 


0 < 차 < 사 일 때 

xf _1 < %2~ l 

0 < ᄌ 2 < 지 일 때 

k-\ \ k-\ 

지 > x 2 

... {x l - x 2 )(xf _1 - 


ᄀ 一 rl TT 국 足一 1 , k—\ ᄉ 足 , k 

그러 면 X 2 X 1 + XjX 2 < Xj + x 2 


r x x + ᄌ 2 、소 


< 


k , k , k , k 
： x +X 2 +Xj + x 2 


k . k 

h + ᄌ 2 


_ /( 지 ) +/ (시 ) 

一 2 

n = 灰 일 때 에도 안같기식 이 성 립한다. 

따라서 수학적 귀 납법 으로부터 모든 « e N (^2 〉 1) 에 대 하여 
주어진 안같기식이 성립한다. 


n-\ 


수렬 Kj 에서 a x = cotx , a n =a 
때 일반마디、의 공식을 구하여 라. 

COSX 

a x - cotx 


cos x - sin(n - \)x 일 


smx 


a 2 


a x cos x - sin (2 - l)x = C ° SX • cosx-sinx 


smx 


( cos 2 x - sin 2 x ) 


smx 
_ cos 2 ᄌ 

sinx 


a 3 = a 2 cos x - sin (3 - l)x = C ° S cos x - sin 2 x 
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려 1 11. 


( 증명 ) 


- (cos 2 x cos x - sin 2 x sin x ) = 

sinx 


cos 3 x 

sinx 


cos/zx 

sinx 


이 제 수학적 귀 납법 을 리 용하여 〜 = 가 성 립 한다는것 

smx 

을 증명 하자. 

⑴ 穴 = 1일 때 


COSX 

a x - cotx =- 

sinx 


⑵ 


n = 足 일 때 a k 
n = A : +1 일 때 


cosAx , ,, , , , , , , , 

=-가 성 립 한다고 가정 하자. 

sinx 


a 


k+i 


= a k cosx - sin [( A : +1) _ l]x = 


cos be . 7 

- cos x - sm/a 

sinx 


- [cos kx cos x - sin Ax sin x ] = 

sinx 


cos ( A : + l)x 
sinx 


따라서 안같기식이 성립한다. 

(1) 과 (2) 로부터 모든 자연수 n 에 대 하여 일 반마디 


COS 穴 X 
a n ~ —: 

smx 

가 성 립한다. 

1보다 큰 임의의 자연수 사에 대하여 

11 1 13 

-1- h • * * H -> 

n +1 n + 2 2 n 24 

을 증명하여 라. 

S =—-—|— 1- 1-」- 이 라고 하자. 

n-\-l n + 2 2 n 


⑴ -2^ S 2 =— + — 
따라서 안같기식 이 성 립한다. 


7 13 

— -〉- 

12 24 
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(2) n = k 일 때 ■ 이 라고 하자. 

24 


n = 分 +1 일 때 


s i+1 -s. 


1 


(소 + 1) + 1 (소 + 1) + 2 


1 


' + - 


2( 소 + 1) 




+ . . . + 
k + 1 k + 2 2k 


1 


1 


k + l 2k +1 2(k + 1 ) 


2k +1 \2(k + \) k + l 


2k + 1 2(k + 1 ) 2(k + 1)(2 足 + 1 ) 

13 

따라서 s i+1 > s, 그리 고 s, > — 


>0 


그러 면 s k+l > — 

24 

따라서 안같기식 이 성 립한다. 

(1)， (2) 로부터 n >\, « gN 에 대하여 주어진 안같기식 
이 성 립한다. 

포물선 J = 도와 JC 축사이에 점차적으로 커지는 내접바른 


3각형 A 1? A 2 , A 3 , •••이 있다고 하자. 그러면 3각형 A „ 
의 둘레의 길이는 포물선에 있는 한개 정점은 P „, x 


축에 있는 두개의 정점은 
Q , Q „ 이다. 그리고 
Qo 은 원점 이 고 L /( = /j + 
,2 + … 乂 (穴 = 1, 2, …) 
이 라고 하면 

T _ n{n + 1) 

丄 j M = : 



임 을 증명 하여 라. 


그림 6-1 



(S 명) (1) 


⑵ 


n = l 일 때 0마의 방정식은 


y ： 


tan — -x = yf 3 x 


\y = 

yy = 4x 
풀이는 X = ^, J 




用 


八 


점 마의 자리표는 

^ 3 ) 
바른3각형 A! 의 변의 길이는 

Li= 1x(1 ± 1) = 2 

3 3 

따라서 명제 가 성 립한다. 

k x (k + 1) 


이므로 OQ 1 = I = / 


n = k 일 때 L, 


이 성 립한다고 가정하자. 


n = A： +1 일 때 

Q& 의 자리표는 (L,，0) 이고 직선 의 방정식은 

바 + 1)一 


y ： 


^(x-L k ) = V3 


x 


점 P 비의 자리표는 (자 +1 ，入 +1 )이다. 그것은 동시에 
y = Vx ① 


y 


相 


x 


k { k +\) 


② 


을 만족시켜야 한다. 

방정식 ①，②를 련립시키면 

分+1) 2 


을 얻는다 
자+1 


자 +1 


I사 +i + 느쇼- 이 므로 


2 
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례 13. 


(풀이) 


Lyt + 1 = ^- X k+\ _ L 소 = 2 


(k + 1) 2 k{k + l ) 


3 3 

(k + l )( A ： + 2 ) (yt + l)[(/t + l )+ l ] 

- 3 ~ 3 

따라서 같기식 이 성 립한다. 

( 1 ) , ( 2 ) 로부터 모든 자연수 자 에 대하여 늘 
_ n{n + 1) 

"=1— 

이 성 립한다. 

수렬 ，…, 에 대하여 첫 n 째 마디까지의 합이、이 


라고 하고 이것과 a „ 의 관계는 S =- b - a „ +1- 


1 


(1 + 方 


로 


표시 된 다. 여 기 서 스 는 n 에 무관계 한 상수이 고 스 균 一 1 이 다. 

1 ) a „ 과 a , ᅬ 의 관계 식 을 구하여 라. 

2 ) «파 스 를 리용하여 a „ 의 식을 구하여 라. 

1) a „ = S -S 


n n 


J n-\ 


~ba„ +1 — - — + 公公 „_i — 1 + 




M ) 


,n-\ 


♦ 시)、은) 


구 (，나 2 ) 


이것을 정돈하면 


b 


b 


l + b 


~卜1 


(1 + Z ，)” +1 


(n 之 2) 


① 


2) = S j = — bci ^ +1-이므로 


b + \ 


b 


1 M ) 2 

식 ①로부터 
b 

公2 = Z T a \ 斗 

1 +公 


② 


b 


b 2 +b 


M) 3 (i+ 句 3 
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b b 

公 3 = "i U 公 2 + 7i 7\4~ 

l + b (l + b ) 

b b 2 +b b _ b 3 + b 2 +b 
~Thk&'( 1 + 6) 3+ (l + &) 4 ~ (l + Z)) 4 
b n + b n - 1 + ■■■ + b 2 +b ᄊ 

a n = - 7 ——- ③ 

" (1 + 方 +1 

수학적귀 납법 을 리용하여 식 ③이 성 립 한다는것 을 증명 
하자. 


(1) « = 1일 때 a x =~. - 

M)- 

식 ②로부터 성립한다는것을 알수 있다. 


(2) n = k 일 때 a k 


b k + b k - l +--- + b 2 +b 


가 성 립 한다고 가정 하면 
n = A ： +1 일 때 


丄 b 
_ \ + b Qk + {\ + b ) k+2 

b b k + b k - 1 + ■■■ + b 2 +b b 

~T+b (1 + 이比 1 +(i + /，r 


_ b k+1 + b k + ■■■ + b i + b 2 +b 

= MT 

즉 n = k +1 일 때 식 ③이 성 립 한다. 

(1)， (2) 로부터 임의의 «eN 에 대하여 식 ③이 성립한다. 


\- b n+l 

( l - Z>)(l + /)) ，，+1 
n 

n+\ 


(“ 1 ) 
必 =1) 


례 14. 수렬 1, 3, 6，•••의 첫 n 째 마디 까지 의 합이 n 의 3차여 러 
마디식 이 라고 할 때 수렬 의 일 반마디 공식 과 첫 « 째 마디 까 
지의 합의 공식을 구하여 라. 


(풀이) S „ = A « 3 + B « 2 + Cn + D 라고 하면 
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a n _ S «-1 

= An 3 -(n-l) 3 -\-Bn 2 - {n-\f + c[n - {n- 1)] 
= 3Aw 2 + (2B - 2A)" + A - B + C 
a x = 1, a 2 = 3, = 6 으로부터 

A+B+C=l 
< 7A + 3B + C = 3 
19A + 5B + C = 6 
을 얻는다 . 풀이는 


. . U — 一 H H - 

" 2 In 

또한 S 1 =a 1 =A + B + C + D = l^D = 0 

• C _ 1 3 上 1 2 丄 1 

• • S — — n H - H H - H 

"6 2 3 

례 15. 1 2 + 2 2 + 3 2 +… +n 2 의 합을 구하여라. 

(풀이) a n = n 2 은 자의 2차식이고 이, 이므로、은 n 

의 3차여 러 마디식 이 다. 즉 
S „ = An 3 + Bn 2 +Cn + D(n = l , 2, 3, 4) 

A + B + C + D=l 
8 A + 4 B + 2 C + D = l + 4 = 5 
< 27 A + 9 B + 3 C + D = 1 + 4 + 9 = 14 
64 A + 16 B + 4 C + D = 1 + 4 + 9 +16 = 30 


풀이는 A 1 ， B 게， D = 
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S M = _ n 3 +— n 2 -\-—n 


n{n +1)(2 穴 +1) 


2 6 6 
례 16. 수렬 에 대하여 6，9，14, 21, 30, …이 주어졌을 때 


이 수렬 의 일 반마디 공식 을 구하여 라. 

(풀이) 수렬의 특징을 고찰하자. 뒤마디로부터 앞마디를 던 차로 
이루어진 수렬 은 3，5, 7, 9, …으로서 첫 마디가 3 

이 고 공통차가 2인 같은차수렬이 다. 그러 면 수렬 {Z 과의 일 
반마디공식을 구할수 있으며 다시 거꾸로 수렬 의 일반 


마디공식 을 유도할수 있 다. 

3, 5, 7, 9, …의 일반마디는 6„=2n + l 이므로 

a 오 _ cl ^ ~ b ' ― 3, a ■冬 — ~ b 호 ~ 5, 

a 4 _ a 3 = 公 3 = 7, …, a n — a n _ x = b n _ x = 2« _ 1 


매 식 을 서 로 더 하면 


a n_ a i =식+스2 十…十스니 


= 3 + 5 + 7 + 9 + 2 n — I = n 2 — 1 


즉 a” = 조:이 + 公, = n 2 — 1 + 6 = 穴 2 + 5 

/ =i 

여 기서 a„ = 호석+ 이 는 두개 수렬의 관계 식 으로서 位가의 

i=l 

일반마디공식으로부터 거꾸로 원래 수렬의 일반마디공식을 
유도할수 있다. 

례 17. 수렬 1, 4, 11，26, 57, 120，•••의 일반마디공식을 구하여라. 
(풀이) 제도계차수렬 [은 3 , 7, 15, 31，63, •••이 고 제2계차수렬 

{c„} 은 4, 8, 16, 32, …이므로 수렬 |c„} 은 첫 마디가 4, 
공통비 가 2인 같은비 수렬이 다. 

따라서 일반마디는 c „=4.2" ᅴ 

공식으로부터 b ^^ Cj + b , =2 n+1 -\ 
y=i 

n-\ n-l , 、 

U n = [ 公 "- +“1 = X(^ 7+1 -1)+1 

)=1 )=1 

2 / 2+1 

- n —2 
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따라서 수렬의 일반마디공식은 

a n =2 n +1 - n -2 


2) 련습문제 
- 빈칸재우기문제 

1. 같은비 수렬 100, 96, 92, 88，•••은 _째 마디 로부터 시 작하여 매 

개 마디 는 모두 부수이 며 _째 마디 는 령이 다. 

1 4 9 16 

2. 수렬 一,-, — , •••의 일반마디는 a n = 이다. 

2 5 10 17 - 

3. 5개의 수자 2, x , z , 18이 같은비수렬을 이루면 ; c 의 값은 _이다. 

4. 이 같은비 수렬이 면 lga „ 은 _수렬이 며 ■ 은 _수렬 이 

i fa ；；| 은 _수렬이 다. 

5. 같은차수렬 의 첫 n 째 마디까지의 합이 S ,,= 3«. 2 이면 

a 5 =_이 다 . 


6. 수렬이 ^2 + -j + J ，.••이면 S n = 一이다. 

7. n 이 4의 배수이면 1 + 2/ + 3/ 2 +"_ + (« + 1)，=_이 다. 

8. 수학적 귀납법을 리 용하여 1 + 丄 + 丄 + .._ + ^—<« 을 증명 하는 과 

2 3 2" -1 

정에 《« = 소》에서 《n = A : + l 》(« eN ) 으로 할 때 왼변에 첨가하 
여 야 할 마디는 _이 다. 

- 선택문제 

9. 같은차수렬의 첫 2 n + l 째 마디 에 서 홀수마디 의 합과 짝수마디 의 

합의 비는 ( ) 이다. 


2 n + \ 


2 n + l 


n n 2 n 2 n 

10. 매개 마디들이 정수인 같은비수렬에서 임의의 마디가 그뒤의 두개 
마디 의 합과 갈으면 이 공통비 는 ( ) 이 다. 


1-V5 


-1 + V5 
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11. 수렬 •••에서 ( )번째 마디뒤의 모든 마디들과 1 

3 4 5 6 

과의 차의 절대값이 0보다 작다. 

A . 95 B . 96 C . 97 D . 98 

12. 같은차수렬에서 m 째 마디가 «이고 «째 마디가 m 이면 « + m 째 

마디는 ( ) 이다. 

A . m + n B . mn C . n — m D . 0 


13. 수렬 1， 
합은 ( 


1 1 

1+2 ? 1+2+3’ 
) 이 다. 


-의 첫 «째 마디까지의 

\ + 2 + ■■■ + n 


A . 


2n 

2 n + \ 


B . 


n 

2 n + \ 


C . 


2 n 
n + \ 


14. 수렬에서 일반마디공식은 다음과 같다. 


D . 


① a n =(n +1) 2 - (n - 2) 2 ② a n = lg 2" 


2n 

n-l 


③ a n = 2 log2 " ④ a n = 、ln 2 + 4 n + 4 (n e N ) 

여 기서 갈은비 수렬의 개 수는 ( ) 이 다. 

A . 4 B . 3 C . 2 D . 1 


- 해답문제 


15. z = cos —+ / sin — 가 주어졌다. 수렬 1, z , z 2 , z 3 , •••, z n , ••• 의 

7 7 

첫 182째 마디 까지의 합과 적을 구하여 라. 

16. 수렬 lglOOO , Ig ( l 000 sin 30°), •••, lgflOOOsin ” 1 30°上 … 에 대하여 
몇개의 마디들의 합이 최대이고 최대값은 얼마인가를 구하여라. 

17. 평면에 n 개의 원이 있다. 여기서 매개 두개의 원은 서로 다른 두 
점 에서 사귀 고 매 개 세개의 원은 한 점 에서 사귀 지 않는다. 이 n 
개의 원은 평면을 /⑷ = « 2 -n + 2 개의 부분으로 가른다는것을 
증명 하여 라. 

18. 수렬 삭„]■ 에 대하여 a x = 1, 일 때 a „ 과 S n 을 구하여 라. 

19. n 은 자연수이 고 포물선의 방정 식 이 y = n(n + 2) x 2 - 2 (n + l)x +1 
일 때 

1) 포물선의 정 점 들은 모두 한개 의 쌍곡선에 놓인다는것 을 증명하 
여라. 

2) = 1, 2, 3 ，••• 일 때 포물선이 x 축에서 선분토막들로 자른 길 
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이의 총합을 구하여 라. 

20. 수렬 에서 이 =2 이고 a „ +1 _ a , 厂 2 a „ +1 = 0일 때 

1) a x a 2 , a l a 2 a. i , 이 0 " 4 의 값을 구하여 라. 

2) a { - a 2 . 이ᅬ 십,, 의 값을 구하는 공식 을 찾고 수학적 귀 납법 을 

리용하여 증명하여 라. 

3) 자체시험문제 

- 빈칸재우기문제 

3 7 11 15 

1. 수렬이 丄, — , — , •"이라고 하면 a n = 이다. 

5 11 17 23 n - 

2. Ig 2, lg (2 x - l ) lg (2 ᅳ +3) 이 같은비수렬을 이루면 x = _이다. 

3. 수렬의 일반마디가 + 라고 하면 

111 1 ! ! 

-1-1- h * * * H -卜... = _이 다 . 

Cl^ Cl 2 ^고3 ^ n 

4. 같은비수렬 에서 비 과 %>이 방정 식 2 x 2 +4 x + l = 0 의 두개 

의 풀이 이 면 a 4 -a 7 = _이 다. 


5. 


1 


1 


V2+1 V3+V2 

6. 수렬 { a „} 에서 a , 


+ ••.+ 


sfn + -\]n ~\~\ 


이 다. 


: 1, a , 1+1 = a n +n 이 면 수렬 { a n } 의 일 반마디 공식 


으 


이 다. 


- 선택문제 

7. 수학적귀납법을 리용하여 

《 1-1-卜… — 

2 3 4 


丄 = 丄 +丄뉴.. +丄》 

2 n — \ n + l n + 2 2 n 


을 증명하는 과정 에 n = l 일 때 같기식의 왼변과 오른변의 식은 각 
각 ( )이다. 


A . 1, 


1 


1 + 1 


B . 1-1, 1 


1 


C . i - 나, 丄 + 一 
2 3 1+1 1+2 


D . 1, 


2 1 + 1 
1 


1 


1+1 1+2 


8. 같은차수렬 
A . 100 


{이,}에서 公 6 +公 15 =15라고 하면 S 20 은 ( ) 이 다. 

B . 120 C . 140 D . 150 
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9. 수렬 이의 일 반마디 가 a „=2 n -13 이 라고 하면 가장 작은 人 은 

( ) 이 다. 

A. Si B. S 4 C. S 6 D. Sio 

10 . 수렬 1， 1 + 2 , 1 + 2 + 2 2 , •••, l + 2 + 2 2 + 2 3 + … + 2”— 1 의 첫 n 째 

마디의 합은 ( ) 과 갈다. 

A. 2 H B. 2" +1 ~n C. 2 n -n D. 2" +1 —« —2 

11 . a , b , c 가 같은차수렬 을 이 루고 a + 1 , b , c 와 a , b , c + 2 가 같은 

비 수렬 을 이 룬다면 스의 값은 ( ) 이 다. 

A. 10 B. 12 C. 14 D. 16 

12 . 한개의 같은비수렬과 첫 마디가 0 인 같은차수렬이 있다. 대응하는 

마디끼 리 서 로 더하여 새 로운 수렬 1 , 1 , 2 , …을 엄 으면 이 수렬 
의 첫 10 째 까지 의 마디 의 합은 ( ) 이 다. 

A. 978 B. 468 C. 558 D. 1 068 

- 해답문제 

13. n 은자연수이고 0< x 《 즈일 때 cot 」 느 — cotx > «.을 증명하여라. 

4 V 

14. 7 =/(지 는 1차함수이 다. 그리 고 /( 8 ) = 15 이 고 八公)， /(5) , 
/(4)가 같은비 수렬 일 때 

S„=/(l) + /(2)+ ••• + /(«) 

을 구하여 라. 

15. faj 이 같은차수렬이고 공통차가 0이 아니며 

a k x 2 + 2 a k+l x + a k+2 = 0 ( A : e N ) 

이 라고 할 때 

1 ) 소 가 서로 다른 자연수값을 가질 때 방정식이 하나의 같은 풀 
이 를 가진 다는것 을 증명하여 라. 

2 ) a ” a 2 , •••, a k 가 방정식의 서 로 다른 풀이들이라고 할 때 

- 1 —, - 1 —, …, 은 갈은차수렬을 이룬다는것을 증명 

次 1 +1 幻나 +1 CI 뇨 +1 

하여 라. 

16. /(1) = 0 이고 a /(«) -^戶(« -1) = 1 (n e N ) 이며 | o | 〉|公|〉0 이 라고 
하자. 

1) /(3), /(4)를 구하여 라. 

2 ) /(비 의 표시 식 을 구하고 수학적 귀 납법 을 리 용하여 증명 하여 라. 
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7. 복소수 


1) 문제풀이방법 

31 1 . m 이 어떤 실수일 때 ( m 2 -3 m + m 2 z .) — [4 + (5 m + 6 )/]의 값이 
1) 실수 2) 순허수 3) 0 
이겠는가? 

(풀이) (주어진 식) = ( m 2 -3 m -4)-( m 2 

= {m + \\m - 4) + (m + l)(m - 6)/ 

1) m = -l 또는 m = 6 일 때 주어 진 식 은 실 수이 다. 

2) m = 4 일 때 주어 진 식 은 순허 수이다. 

3) m = -l 일 때 주어진 식은 령이 다. 

례 2. 다음의 명제들가운데서 정확한것과 정확하지 않은것을 지적 
하여 라. 

1) 公, c 가 복소수이 고 <3 2 +公 2 > (： 2 이 면 

a 2 + b 2 - c 2 >0 

2) a , c 가 복소수이 고 a 2 + b 2 - c 2 > 0 °1 n d 

a 2 + b 2 > c 2 

(풀이) a 2 +6 2 〉 c 2 으로부터 a 2 + 公 2 과 c 2 은 다 실수이 며 

a 1 + 公 2 — c 2 > 0 
따라서 명 제 1) 이 성 립한다. 

한편 a 2 +스 2 - c 2 > 0 으로부터 a 2 + 公 2 - c 2 〉0 은 실수이 
지 만 a 2 +& 2 과 c 는 다 실 수라고 말할수 없 다. 

실례로 a = 2 + i , b = i , c = + 로 놓으면 

a 2 + b 2 - c 2 = (3 + 4/)+ (-1)_ 4/ = 2 > 0 
이지만 a 2 + b 2 =2 + 4/, c 2 =4/ 는 다 복소수이 다. 

따라서 a 1 + b 2 〉 c 2 은 성 립 하지 않으며 명제 2) 는 성 립 하지 
않는다. 


례 3. 


(3 + 4/)(V2-V2/) 


V3 1 

- 1 I 

2 2 




+ 2/의 


절대값을 구하여 라. 
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(풀이) 주어진 식 


(3 + 4/)( V 2- V 2/) 


、트 + 丄 ' 

v T+2 y 


( s / 3 - i ] s / 5 i 


+ 2 i 


5 x 2 


: 2 x V5 


+ 2 / = ■、[궁 + 2 / 


따라서 절 대 값은 "5 + 4 = 3 이 다. 


3)1 4. 복소수 z = 1 - cos 分 + / sin 分 


0 < 0 < 


n 

~2 


를 삼각형식으로 표 


시하고 그 절대값과 편각의 엄지값을 구하여라. 
(■ D z = 1 - cos 6 + i sin 6 

ᄀ . 내 丄 기. . 0 6 

- 2 sm — + 2 i sm - • cos - 
2 2 2 


2 sin — 
2 

2 sin — 
2 


. e 


e 


sm —+ /cos 
2 2 


cos 


n 6 
~ 2~2 


+1 sin 


n G 
~ 2~2 


한편 0 < 分<즈 이므로 0 <으<즈 즉 sin — > 0 
2 2 4 2 

n k 0 ^ 7 i 

— < - < — 

4 2 2 2 

따라서 \ z \ = 2sin — , arg(z ) = —- — 

1 1 2 2 2 

2刀" 2刀" 

례 5. p ， 《 는 다 옹근수이고 a = cos —— + / sin ——가 주어졌을 때 


夕 + &7의 점들은 복소수평면에서 원의 중심에 원점이 있우 
단위 원둘레에 놓인다. 이 점들을 표시 하는 복소수를 구하여 라. 


(풀0 [) p + qa 


2 n . . 2 n 

p + q cos —— + iq sin —— 


107 



( 2 刀"、 

2 

( . 2 刀시 

p + q cos —— 

V 5 ) 

+ 

9Sm T 


2 /-> 2 2 2 • 2 

= p +2 / 가 /cos —— + q cos —— + q sm —— 

5 5 5 

2 /-> 2 i 

= p ~\~2 pqcos —『 + q =1 

2 穴， 

그런데 pqcos — 『는 무리 수이 고 p，q 는 옹근수이 므로 

p ? 公 = 0 

1，대 2 =1 

〔" = 0 [p ~ ±\ 

따라서 r t 또는 ᄊ 

W=±i W=o 

그러므로 조건을 만족시키는 복소수는 


. 2 tt . . 2 tt 2 tt 

-, —1, cos — + 1 sin —, — cos — 


. . 2 k 
ism- 


— 


려 1 6. 복소수 \ z { \ = | z 2 
1) k + z 2 + z 3 | 


z , =1 일 때 다음것 을 증명하여 라. 


丄+느丄 


2) + z 2 z 3 + z l z 3 j = jz 1 + z 2 + z 3 j 

( g 명) 조건 | Zl | = | Z2 | = | z J = l 로부터 반드시 


Z 1 = —，， Z 2 = —, Z 3 = — 
Z 1 Z 2 Z 3 


이여야 한다. 

1) 왼변 = Izj + z 2 + z 3 1 


Zj + z 2 + z 3 


= Fi +z 2 +Z 3 

2 ) 왼변 = \ z x z 2 + z 2 z 3 + 시 2 3 


丄 + 丄 + 丄ᅵ 


Z \ Z 2 Z 2 


: 오른변 
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11 1 

Z 1 Z 2 Z 3 — + — + — 
V z i Z 2 Z 3 


ᅵ¥ 2 계士 + 士 + 士 

Z 1 Z 2 Z 3 


Zj + z 2 + z 3 = Zj + z 2 + z 3 = Zj + z 2 +z 3 = 오른변 


례 7. 시 <1, z 2 <1 일 때 


\ — z x z 2 


<1임을 증명하여라. 


(■[) 


1 _ 2 < 1 이 성 립한다는것을 증명 하기 위 하여 
1 - Z 1 Z 2 

卜 -나 < |1_몌2 


이 성 립 한다는것 을 증명 한다. 

|1-로1'| _ | Z 1 ~ Z l \ = ( l - Z ： iZ 2 )( l - Z r 1 Z 2 )-(zj - Z 2 )( Z 1 _ Z 2 , 
= (1 - 축 Z 2 )(1 - ZjZ 2 )-(zj - Z 2 ){z, - Z 2 ) 

= 1 -ZjZ 2 -ZjZ 2 + ZjZjZ 2 Z 2 -ZjZj +ZjZ 2 + ZjZ 2 -Z 2 z 2 

= i + i z ii 2 " i^r 시시 2 시니 2 〉 o 

즉 z i ~ z 2 <1 

l -¥ 2 

례 8. 1 의 3 차뿌리를 구하여라. 

(풀이) 1의 3차뿌리 를 JC 라고 하면 X 3 =1 

1 = cos 0 + / sin 0 이 므로 

2k 刀 ; . . 2kn / 7 A 

x = cos - + /sm -(方 = 0, 1, 2 ) 


따라서 Xj 


2 n . . In 1 V 3 . 

x ， — cos - h i sin — —- 1 - 1 

- 3 3 2 2 

4 刀 ■ . . 4刀" 1 a /3 . 

— cos - h i sin — —- 1 

3 3 3 2 2 


례 9. 다음 식 들을 계 산하여 라. 


그^ 斗土착 

2 2 v 
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2 ) 



+ 


[、/조 J 


{n e N) 


(■[) 


-1 + V 3/ 

w = - 

2 


라고 하면 


w 


2 


-1- V 3/ 
一 2 一 


또는 w 3 = 1 


1) 주어진 식 = w "+ w 一" 


2 {n - 3k) 

- 1 (n = 3k + 1) 
-1 (n = 3k + 2) 


따라서 n 이 3 의 옹근수배수일 때 주어진 식은 2이 고 3 
의 배수가 아닐 때에는 一1이다. 

2) 두가지 경우로 갈라 고찰하자. 

(1) n(n = 2 分 )이 짝수인 경 우 


주어진 식 



IvrJ + lvi 

f 2 (k = 4m) 


0 {k = 4m +1) 
— 2 {k = Am 4 - 2) 
0 (k = 4m 3) 



(2) 사 이 홀수 즉 가 = 2足 + 1인 경우 
주어진 식은 


1 l + n 





2 足+1 



V2 {k - 4m) 

— yfl {k = 4m +1) 

- V2 {k - 4m 4 - 2) 




y V 2 {k - 4m 4 - 3) 

즉 n 이 짝수일 때 주어진 식은 ±2 또는 0이다. 


자 이 홀수일 때 주어 진 식 은 土 上이 다. 
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례 10. ◦는 복소수평 면의 원점 이고 서 로 다른 두 점 P, Q 가 각각 
복소수 z 15 z 2 를 표시 한다. 이 때 4zj 2 -2 zjZ 2 +Zj = 0 
고 하면 3 각형 POQ 의 형태를 판단하여라. 

(풀이) 4zf -오모々 +z 2 2 =0 이므로 


4^1 -2f 프1 + 1 = 0 




즈 


( 2±Vl2z 1±V3/ 



따라서 Zj = | (cos 60° 土/ sin 60°) 

즉 OP 가 OQ 로부터 원점 O 주위로 시계바늘이 도는 방향과 
반대로 60° 돌고 절대값이 원래의 절반으로 축소하여 얻은 
것 이 다. 

따라서 APOQ 는 직3각형 이 다. 

레 11. 복소수 z 가 (z + 1) 2 "+(z-l) 2 ” =0 (neN) 을 만족한다고 
할 때 z 가 반드시 순허 수라는것 을 증명하여 라. 

( S 명) (z + l) 2 " +(z-l) 2 " =0 

(z + l) 2K =-(z-l) 2n 

즉 |z + l| 2n =|z-l| 2n ^|z + l| 2 =|z-l| 2 ^ 

(z + l)(z +1) = (z - l)(z -1) => 

(z + l)(z +1) = (z - l)(z -1) =i> 

2(z + z) = 0 => Re(z = 0) 

그러 나 z 부 0 이므로 모 는 순허수이다. 

(다른 중명) 첫 방법 으로부터 |z + l| = |z-l|, z = a + Z" • 라고 하자. 
웃식에 갈아넣으면 

■\ j(a + 1) 2 +b =、/(公 + 1) 2 + b =令 a = 0, z = bi 


또한 o = 0 이면 z = 0 , [z + l) 2n + [z — 1) 2/ ， =2^0 
따라서 o = 0 이고 b ^0 즉 z 는 순허 수이 다. 

례 12. 복소수모임 에 서 다음 여 러 마디 식 을 인수분해하여 라. 

1) x 4 + X 2 y 2 + y 4 
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2) x 2 +4xsin^ + 4 
( 풀이 ) 1) 주어진 식 = 

4,^ 2 2 , 4 2 2 / 2 , 2 V 2 2 

= ' +2x y +y -x y =卜 +y ) -x y 
= (x 2 +y 2 +xy\x 2 +y 2 -xy) 

( -1±V3/ Y 1±V3/ ) 

= " 一一 

V J 

이므로 


/ 

X + 

V 


1 + V3/ 
2 



-1 + V3 / 
-一 2 一 



1 + V3/ 
2 



1-V3/ 


-J 


로 인수 분해된다 . 

2) 주어진 식 = x 2 +4xsin6* + 4 

= x 2 + 4xsin6 ) + 4sin 2 6 + 4cos 2 6 


= (x + 2 sin 0 、f - (2/ cos 0 、f 
= (x + 2 sin 6* + 2 i cos 6 \x + 2 sin ^ - 2 z cos 多) 

3(1 13. c , 公 가 실수이 고 방정 식 义 3 -5义 2 +cx +J = 0 의 한개의 풀 
이 는 2 -3/ 일 때 c , 乂 의 값을 구하고 방정 식 을 풀어 라. 
(풀이) 실곁 수한변수 n 차방정 식 에 대 하여 복소수 a + bi 가 방정 
식의 풀이이 면 이것은 공액 복소수 a—bi 도 이 방정식의 
풀이이 다. (허수풀이의 쌍대정 리) 

2 — 3/ 가 방정 식 의 한 풀이이 므로 방정 식 에 갈아넣 으면 
(2 - 3 if - 5(2 - 3 if + c (2-3 i ) + d = 0 
즉 (-21 + 뇨 + 씨 + (51-3산 = 0 

= 0 

_ \c = \l 
해 는 i 卜 -13이 다. 

또한 2 —3 z • 가 방정 식 의 한 풀이 이 므로 2 + 3 z • 는 이 방정 식 
의 다른 풀이 이 다. 

jc 3 - 5 jc 2 +17 jc -13 본 0 을 | x -(2 + 3/)][; c -(2-3/)] 로 나누 
면 상은 JC 一1이고 나머지는 0이다. 따라서 방정식의 풀이 


I 다리써 


| - 21 + 2c + d 
|51-3c = 0 



는 2 — 3/, 2 + 3/，1 이 다. 

31 14. z | z |+ az +，. = 0 (a > 0) 일 때 복소수 z 를 구하여 라. 

(풀 0 ᅵ) 방정 식 으로부터 z 균 0 이 다. 그렇 지 않으면 방정 식 은 성 립 하 
지 않는다. 

방정 식 을 z = 1 로 변형 하면 a 느 0 이 므로 z = yi (v < 0 ) 

| z | + a 

이 라고 하고 주어진 방정식에 갈아넣 으면 
yi \ y \ + ayi + / = 0 

- y 2 +ay + \ = Q 

公 土 yla 2 +4 
八 2 : ~ 2 ~ 

여기서 少 < 0 이므로 〈〈 +》기호를 없애면 

公 —、/幻 r ᅳ + 4 公 —、/幻「+ 4 . 

y = - ， z = - 1 

- 2 2 

31 15. 、 jx 2 + y 2 + - yj ( x - l ) 2 + V 2 + - yjx 2 +( v - l )~ + 

+ yl(x _ l )~ + ( v — l )" > 2 ^/^' 를 증명 하여 라 . 

(■ I ) 왼변 = 누 + yi \ + 1(1 - x ) + yi \ + |x + (l - y ) i \ + |( x -1) + (1 - v ) z | 

| a | + | b|>|a + b | 이므로 

왼변 브 |x + (- x ) + 2 yi \ + 1 [x + (l - x )] + [(1 - v )+ (l - v )/]| 

= |l + 2 yi \ + |[l + ( 2 - 2j )/]| 

^ |l + 2 少 / 1 + |[ l(l + 1 )+ ( 2j + 2 - 2 _ y )/]| 

= |2 + 2/| = 2V2 

례 16. 복소수수렬 fzj 의 매개 마디의 절대값은 정의 실수 r 이고 
' 의 편각은 分,, 이 라고 할 때 ■{分 ᄂ [ 은 같은차수렬 이 고 그 
공통차는 d ( 0 < J < 2 ; r ) 이 다. 

1 ) 수렬 의 첫 200 번째 마디까지의 합이 S 20 o = 0 일 때 
공통차 J 의 모든 가능한 값들을 구하여 라. 

2 ) 1 ) 의 모든 가능한 값 J 에 대 하여 - z 2 | 의 최 소값을 
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구하여 라. 

(풀이) 1) 久: 타+("-1)" (":1, 2, …) 이므로 
z n = 厂 (cos 久 +/sinO 

= r(cos[^ + {n-\)d\ + i sin[^ + {n- \)d ]) 

= r(cos 0 X + i sin 6 X )[cos(w -\)d + /sin [n-\)d] 

- r(cos 6 X + i sin 6 X )(cos d -\-ismd ) ，7_1 
즉 {zJ 은 첫마디 가 와 =，(cos 쏴 "h/sin^) 이 고 공통비 가 


公 = cos "+ / siri(i 인 같은비 수렬 이 다. 따라서 

^ _ r(cos 6 X + i sin 하 ) 1 - (cos d + i sin d )■ 

1 - (cos d 

그러므로 

1 - ( cos 200넜 + i sin 200 J )= 0 cos 200" = 1 

=> 200J = 2k 刀 : => d = 뇬느 {k g Z) 

100 v ’ 

그런데 0<넜 <2片이므로 0<足<200 
따라서 d 의 모든 가능한 값들은 


야(니， V -, 199) 


= 0 


2 ) 주어진 식 = 卜-계 = 

= |r(cos 6 X + i sin d x ) -厂 [cos (하 + ") + / sin(^ + ")] 
= |r(cos 0 X + i sin 6 X )[l - (cos d + i sin d )]| 


= r^(l-cosd) 2 +sin 2 d 


= ry2x2sin 2 * 


= 2r\ 


. k 刀 : 

sin - 


| 20이 

따라서 k — \ 또는 A : = 199 일 때 



= 2r sin 

min 


n 

200 
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례 17. 복소수 시, z 2 , z 3 의 편각들이 각각 公，/?，가이고 
|zj| = 1 , |z 2 | = k, |z 3 | = 2 -A:, Zj +z 2 +z 3 =0 

이라고 하자. 소가 어떤 값일 때 cos ^- 시는 최대값과 최 
소값을 취 할수 있는가? 이때 최대값과 최소값을 구하여 라. 
(SOD Zj =cosa + /sin 公 

z 2 = A:(cos fi + i sin J 3) 
z 3 = (2 - A:)(cos y + i sin y) 

그런데 Zj + z 2 + z 3 = 0 이 므로 

[cos a + k cos /? + (2 - 쇼 ) cos / = 0 
[sin a + A : sin /? + (2 - A :) sin / = 0 

[cosa = {k - 2 ) cos y - k cos /? ① 

[ c sin a = ( k - 2) sin /- ksinj 3 ② 

① 2+ ② 2 하면 


= (k-2) 2 cos 2 y -\-k 2 cos 2 [5 - 2k{k - 2)cos/?cos y 

2) 2 sin 2 y -\-k 2 sin 2 f5 - 2k{k - 2)sin [5 sin y 
- (k-2) 2 -\-k 2 -2k{k - 2)(cos/?cos, + sin/?sin y) 

= {k-l) 2 -\-k 2 - 2k{k - 2)cos(y^ - a) 

( n \ (소- 2 ) 2 + 소 2 - 1 

네 7)= 2k{k _ 2) 


_ k 2 -4k + 3 | 3 

2k{k~2) + 2k(k-2) 

그런데 |cOS(y 公 - 7 ) | 드 1 이므로 


l+ 2k(k-2) ~ l 

즉 2 < - 厂 ^- r < 0 

2k{k-2) 

따라서 -<k<- 
2 2 
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-丄 (소 = 1일때 최대) 

따 라서 C0S (^ ~ /) = < , x 

-1 k = 一 일 때 최소 

1 V 1 2 J 

례 18. 복소수 z 가 | z | = l 의 조건밑에서 움직인다고 할 때 | z 3 -3 z -2| 

의 최 대값과 최소값을 구하여 라. 

(풀이) 2 = 义 + 少/라고 하자. 여 기서 x 2 + y 2 =1 

z 3 —3 z — 2 = (z + l ) 2 ( z -2) = |z + l| 2 -|z —2| 

|z + 1| 2 = (x + 1) 2 + j 2 = x 2 + y 2 + 2 x +1 = 2 + 2 x ① 

| z -2| = 나 (x - 2) 2 + y 2 = V 5 -4 x ② 

조건 x 2 + j 2 =1 ( — 1 < x < 1 ) 이 주어져있으므로 식 ①，② 
는 령 보다 크다. 

세 수의 산수평균과 기 하평 균의 관계식을 리 용하면 
(2 x + 2) + (2 x + 2)+(5-4 x )>3\/(2^+2 f (5^4 ^j 
3 3 > (2 x + 2 f (5-4 x ) 

따라서 3 V 3 > V ( 2x + 2) 2 (5-4 x ) 

같기기 호는 2 x + 2 = 5-4 x 일 때 성 립한다. 

이로부터 풀이는 x = - 

2 

丄] +/ = 1 로부터 y = ±I 이 다. 

UJ 2 

1 f 국 

이로부터 Z = - + — 때 z 3 —3 z -2 는 최대값 3兵을 

2 2 

가진 다. 

;c = - l , j = 0 일 때 | z 3 -3 z -2| 는 최대값 0을 가진다. 

례 19. 점 PU , 시는 복소수 모 에 대응하고 점 Q ( jc , 少)는 복소수 
2 z + 3 — 4/에 대응한다. 만일 점 모가 곡선 | z | = l 에서 이동 
할 때 점 Q 의 자리 길방정 식 을 구하여 라. 
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(풀이) 주어진 조건으로부터 z = a + bi 

x + yi = 2 ( 公 + bi )+3 - Ai 
= (2a + 3) + (2Z 卜 4)/ 

x 一 3 

, ᅵ，) 一 
ᄌ = 2 次 + 3 


y = 2 b — 4 


乂 


b 


2 

y + 4 
2 


점 P(a, 公)는 곡선 |z| = l 에서 이동하기때문에 


a +公 2 


乂 


广ᄌ _3、2 


2 


+ 




y + 4 
2 




점 Q 의 자리 길 방정 식 은 ( JC -3 ) 2 +(y + 4) 2 =4 이 다. 


3)1 20 . 복소수 z 는 


z + - 


1 을 만족한다. 모의 절대값은 


편각은 (9 이다. 

1 ) "가 취할수 있는 값범위를 구하여라. 

2 ) r 가 취 할수 있는 값범 위 를 구하여 라. 
(풀이) 1) z = ， (cos0 + /sin 分 ) 이면 

1 ^-(cos^-/sin 6) 


z r 


그런데 


z + -l 

Z 


1 이므로 


r(cos 0 4 - i sin 씨 + — (cos 0 - / sin 6) 
r 

이로부터 


( ^ 1 ^ 

2 

r . ᅴ i .ᅴ 

厂 cos <9 + _cos 分 
l r ) 

+ 

rsm 分 —— sin 分 

^ r ) 


이므로 


r + — + 2 cos 26^ = 1 


따라서 2 cos 2 分 = 1- 


r 2 +- 


<l-2 = -l 


이 고 



-1 < cos 2 分 < —— 

2 

2刀" 4刀" 

따라서 2k7T + — <26<2k7 ： + — 


7T 2 穴 * 

k7T + -<e<k7T + —— 


2) r 2 + — = 1- cos 2多 


— 1<1_ cos 2 多 <3， r 2 + — >2 


이므로 


2< r 2 + — <3 


그런데 
족 하면 


r 2 + ᅩ>2는 늘 성 립하므로 사 +ᅩ< 3을 만 
r r 

풀이는 


V5-1 
2 


< r < 


V5 +1 

2 


례 21. 그림 7-1 에 서 보여주는것 처 럼 
ᅀ ABC 에 서 각 A 는 직 각이고 
매개 변의 밖으로 바른 4 각형 
BAFE, CBGH, ACIR 를 만들 
고 EG 와 IH 를 맺으면 EG 2 + 
HI 2 = 5BC 2 임 을 증명하여 라. 
(풀이) A 는 복소수평 면의 원점 이 고 AB, 
AC 는 각각 실 축과 허축의 정 방 
향이 다. 


z B = 公, z c = ci 라고 하면 



G 


■> 

x 


그림 7— ] 


z E = V 2 Z)[cos (- 45°) + i sin (- 45°)]= b - bi 
Zj = -\/2 c ; . (cos 45° + i sin 45°)= -c + ci 
z G =b + (ci - b ) (- i) = b -\- c -\- bi 
z H = ci -\-( b - ci)i = c + ( Z ? + c)i 
EG 2 + HI 2 = | z G — z E | + |zj — z H | 
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= \b + c + bi-b + bi \~ + \c + {b + c)i + c - ci \~ 

= \c + 2 bif +\2 c + bif = c 2 +4& 2 +4 c 2 + b 2 

= 5( c 2 + b 2 ) = 5 BC 2 
따 라서 EG 2 + HI 2 = 5 BC 2 이다. 


2) 련습문제 
- 선택문제 

z = a + bi { a , b e R ), r = 나 a 2 + b 2 , 6 = argz 이 고 점 ( a , 公) 가 4 사 
분구에 있다면 ( ) 이다. 


A 사 - b 

A . 6 = arcsin — 
r 

b 


C . 6 = arctan - 


B . 6 - arccos - 


D . 0 = ^-- arccos - 


a 


2 . z = r ( cos 分 + / sin 分) 는 0 아닌 복소수 고 의 삼각형식이라고 하면 
1 ) 이다. 


一의 삼각형식은 
z 

A . — (cos cp-\-i sin cp ) 


B . — [ cos (一 cp ) + i sin (- ( p )] 


C . r [ cos (- ( p ) + i sin (一 세 

3. 공액인 두 복소수의 차는 ( ) 이 다. 

A . 허수 또는 순허수가 아니 다. 

C . 0 

4. 2| z |-3 z = l _12/ 라고 하면 z 는 ( 

A . -1 + 12 / B . - 


D . 우의 답이 아니다. 

B . 순허수 
D . 순허수 또는 ( 

) 이 다. 

1 12 . 

—I 1 

5 5 


C . 3 + 4/ 또는 一 2 + 4/ D . 3 + 4/ 

5 

5. 점 z 가 실 축과 허축에 서 움직 인 다면 m = z 2 +1 + 2/ 의 복소수평 면 
에서의 자리길은 ( ) 이다. 

A . 직선 B . 두 평행직선 

C . 두개의 서 로 다른 수직 인 직선 

D . 서로 사귀는 두개의 포물선 
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6 . 


- 빈칸재우기문제 


•100 


5 ~ 

1 _ 




7. 


복소수 Z = 1 - cos 


S7T . . S7T 

-卜 I sm —— 

7 7 


의 편각의 엄지각은 


이다. 


/ \ n 

( 3 1 

8 . -^ 이 주어졌다. zeR 이면 최소의 정의 옹근수 n = 

、3 + "3 /) 

9. z = cos —+ / sin — 이면 |z + 2 z 2 + 3 z 3 + • • • + 12 z 12 1 = 


10 . z=l 이라고 하면 V 궁一 " -z 의 최대값은_이고최소값은_이다. 


11. 방정 식 x 3 + ax + 스 = 0 ( a , 스 e R ) 가 주어 졌 다고 하자. 한 풀이 가 
1 일 때 a , 스 의 관계 는 _이 다. 또한 이 방정 식의 다른 두개 의 
풀이 가 허 수풀이일 때 a 가 취 하는 값범 위 는 _이 다. 

- 해답문제 


12. « e N 이 고 (1 + /)” 이 

1 ) 실수 2) 순허수 

라고 하면 n 의 최 소값은 얼 마인가? 또한 대 응하는 수는 무엇 인가? 

13. OABCDE 가 복소수평 면의 바른 6 각형 이고 정 점 A 에 대 응하는 복소 
수는 2+ 2/라고 하자. 정 점 D 에 대 응하는 복소수를 구하여 라. 

14. 복소수범위에서 방정식 ;c 4 + ᄉ + Jc 2 + ᅩ =4 를 풀어라. 

X X 

15. | z | = l 이 고 z 푠 ±1 이 라고 할 때 즈 =1 은 순허 수이라는것 을 증명하 

z + 1 

여라. 

2 2 

16. z = a + Z?/(Z^0) 이 라고 할 때 -一一 ^(n 〉 0) 이 실수이 기 위한 


필 요충분조건은 |z| = /z 이 라는것 을 증명하여 라. 

17. Zj = l + cos2(l + a) + /sin2(l + a) 
z 2 = 1 - cos 2(l-a)-hi sin 2(l-a) 

이고 0< a <| 이라고 할 때 시， | z 2 | 의 크기를 비교하여라. 
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18. {z"} 은같은비수렬이다. 즉 자 =1, z 2 =a + bi , z 3 = b + ai (a > 0) 

1 ) ' 을 구하여 라. 

2 ) 첫 100 번째 까지의 마디 들가운데 서 몇개의 마디 가 순허 수인가? 
그의 합을 구하여 라. 

19. 복소수 z 는 다음 조건들을 만족시 킨다. 

(1) 절 대 값은 a 와 같다. 

(2) 실수부와 허수부의 적과 합은 서로 같다. 

이때 다음 물음에 대 답하여 라. 

1 ) 조건 (1) 은 무슨 곡선을 표시하는가? 그리고 그림을 그려라. 

2 ) 조건 (2) 는 무슨 곡선을 표시하는가? 그리고 그림을 그려라. 

20. 복소수를 리 용하여 cos — + cos — + COS — -2] 값을 구하여 라. 

7 7 7 

21. 복소수 Zj = 2(cos a + i sin a), z 2 = 3(cos 分 + /sin 分) 가 주어져있고 

—툐 一ᄅ + 모 2 호 2 = 7 을 만족한다. ' 은 복소수평면에서 
점 A 에 대 응하고 z 2 는 복소수평 면에서 점 묘에 대 응하고 점 O 는 
자리표원점 이라고 할 때 ᅀ OAB 의 면적 을 구하여 라. 

3) 자체시험문제 
- 빈칸재우기문제 

1. 복소수 - 2/(3 + /)(2 + 4/)(1 + /) 의 절대값은 _이다. 


r-2Vs+/^ 

4 

_i_ 

네 

、1 + j 


i 1+/ J 


3. A = | z || z | = 2, z e c }, B = | z||z -2| = 2, z e c ] •일 때 AflB =_ 

4. 방정 식 | z |-/ + 2 / w =l + z 의 풀이 는 _ 이 다. 

5 . 백 토르 OZ 에 대 응하는 복소수는 - 1 + z • 이 다 . OZ 를 시 계 바늘반대방 
향으로 120° 돌려 OZ ! 을 얻었다 . 벡토르 Z & 에 대응하는 복소수 
는 _이 다. 

- 선택문제 

6. z p z 2 가 복소수라고 할 때 '+ z 2 가 실수이 기 위 하여 서 는 z” z 2 

의 공액 복소수는 ( ) 이 다. 

A . 충분조건 B . 필요조건 

C . 필요충분조건 D . 우의 답은 아니다. 
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In 가 시 ， M , 乂 cos 0 + i sin 6 시 시 ， n ᆻ , 、 ， , 

7. — < G < k 할 때 복소수 -의 엄 지 각은 ( ) 이 다. 

4 cos 6 - i sin 26 

A . 2n-W B . 30-27 ： C . 30 D . 6 

8 . 义 가 방정식 义 3 =1(义 £ 0의 한개 풀이이고 적 ( l-x + x 2 )(l + x - x 2 ) 

은 ( ) 과 같다. 

A . 1 B . 2 C . 4 D . 1 또는 4 


9. 복소수 cosI + / sin 즈 를 n 제곱하여 얻은 적 이 그의 공액복소수와 

3 3 

갈으면 «. 의 값은 ( ) 이 다. 

A . 3 B . 12 C . 6 足一 1 D . 6 k + 1 ( keZ ) 

10 . 々는 복소수평면의 임의의 점이고 모 의 절대값이 1 인 임의의 

2WZZ -' 이 면 씨 가 표시하는 점의 자리길은 ( ) 이 다. 

A . 원의 중심이 '이고 반경이 1인 원 

B . 원의 중심이 一 고에 대응하는 점이고 반경이 1인 원 

C . 원의 중심이 느에 대응하는 점이고 반경이 丄인 원 

2 2 

D . 원의 중심 이 一드에 대응하는 점 이고 반경 이 丄 인 원 

2 2 

- 해답문제 

11 . 다음 조건을 만족하는 복소수 모 에 대 응하는 점 의 모임 이 표시하 
는 구역을 그려 라. 

1) 2 < |z - /| < 3 

3 5 

2) |2 z - l - z .| 브 4이 고 —k < argz < —n 

I ᅵ 4 4 

니， 2\ 

12 . 복소수평 면에서 | z | = 버서〉 0 ) 이 라고 하자. 복소수 一 z + 1 이 

2 2 , 


표시하는 점 의 자리 길 을 구하여 라. 


13. |zj = 1, Zj ^ z 2 이 면 - 1 — - - = 1 임 을 증명 하여 라. 

_Z 1 Z 2 


14. 방정식 2 X+7 -32 + /10 은 6 1 = /(1-10 온 6 7 )의 실수풀이를 구하여라. 
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8. 순렬과 조합, 2마디공식 


1) 문제풀이방법 

례 1. 5 명에 게 5 가지의 서로 다른 일을 맡기 려고 한다. 

1 ) 지정된 한 사람에게 그가운데서 2가지 일이 차례지지 않 
도록 하는 방법은 몇 가지 인가? 

2 ) 어떤 한 사람에게는 첫번째 일이 차례지지 않게 하고 다 
른 또 한 사람에게는 두번째 일이 차례지지 않도록 하는 
방법 은 몇 가지 인가? 

(풀이) 1 ) 지정된 한 사람에게 2 가지 일을 제외한 3 가지 일가운데 
서 한가지 를 맡기 는 방법 은 A3 ，나머 지 4 명 에 게 나머 
지 4 가지 일을 맡기는 방법은 A4 
따라서 총 방법 은 • A 호 =72( 가지)이 다. 

2 ) 마찬가지 방법으로 첫 사람이 첫번째 일을，둘째 사람이 
두번째 일을 맡을수 없다고 하자. 5 명에게 5 가지 일을 
맡기 는 방법 은 A ᅮ 이다. 

그가운데서 첫 사람이 첫번째 일을，둘째 사람이 두번째 
일을 맡는 방법은 Ag 

또 첫사람이 첫번째 일을 말고 둘째 사람이 두번째 일을 
말지 않는 방법 은 A ! — A 율 

... A ® -서 - 2( A 호 - A 을 ) = 서 -2 시 + A 율 =78( 가지) 

례 2. 매개 수자가 서로 다르며 1의 자리수와 천의 자리수와의 차 
의 절 대 값이 2인 네 자리 수는 몇 개 인 가? 

(풀이) 천의 자리수와 1의 자리수는 다음의 8개 묶음으로 된 모임 
들가운데 서 선택 가능하다. 

{9, 7}, { 8 , 6 }, {7, 5}, { 6 , 4}，{5, 3}, {4, 2}, {3, 1}, 

{ 2 , 0 } 

마지막 묶음은 0이 천의 자리수로서 불가능하다. 

■ ( C ； • A 호 +1). A 8 2 =840 (개) 

례 3. 어떤 학급에 남학생 20 명과 녀학생 15 명 이 있다. 5 명을 선출 
하여 그가운데서 적어도 2명이 녀학생이 되게 하는 선발방법 
은 몇가지인가? 

( SO [) C 2 l5 • C 3 20 +C 요 .C 요 + C；" 5 .C 뇨 + C ; 호 =236453( 가지) 
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(다른 방법) Cj 5 -이 0 -이 0 _。노느236453 (가지 ) 

례 4. 수렬 {“„} 이 있다. a „ = (—1广 1 CfJ ； 厂 1〉 일 때 첫째 마디부터 
51번째 마디까지의 합을 구하여 라. 

(SO I) Ski =1 —C 2 +C 4 —c 6 +C 8 — … + (- 1 甘 _1 r 2( M ) —— 

VSU 以 051 1 l 100 卞 l 100 1100 T l 100 卞、 V l 100 卞 


+ C 

100 

100 


한편 (l + / 

.)100 _ _ 2-50 


(i+ 0 loo = 

1 + 이예 / + cf 00 i 

• 2,^3 -3 | | ^ 100 -100 

: + c 100 ，+•••+(：■， 

= 

1 + 이 00 , - C l 2 00 

—c 3 / + (、 4 + r 5 / 

^ 100 ^ ^ 100 1 ^ 100 ^ 


— r 6 
、- "100 t 

1 p 97 • p 98 p 99 / 1 p 100 

* 100^ ^ 100 ^100^ ^^100 

= 

(1 — c 2 + C 4 

、丄 、乂100 t 、， 100 

— C 6 H_up 97 / _ p 98 + 厂 100 ') 

1100 T T 1 100 소 1 100 T 100 y 


+ / (r 1 —r 3 

1 i vv^ 100 1100 

+ c 5 — c 99 ) 

1 1 100 100 ; 


두 복소수가 서로 갈으므로 실수부도 서로 같다. 

. — p 2 | p 4 _p 6 | ... , p 97 98 , p 100 = _ 9 50 

.. 丄 고—匕 loo 十''-^ 100 —匕 100 十 十ᄂ 100죠 —ᄂ 100 十 ᄂ 100 丄 


례 5. 2 1 ■을 5로 나눌 때 나머지는 얼마인가? 

(풀이) 2 1200 = 8 400 =(5 + 3) 400 = 5 400 + Ci 00 5 399 - 3 1 +…+ 3 400 

2마디전개식에서 앞의 400마디는 5의 배수이므로 3■을 5 
로 나눌 때 나머지를 구하면 된다. 

3 400 = 81 100 =(5 xl 6 + l ) 100 + C ； 00 (5 xl 6)" +--- + 1 
따라서 구하려 는 나머 지 는 1 이 다. 


2) 련습문제 
- 빈칸재우기문제 

1. A :=272, C ==136 일 때 n = _ ， m = _이다. 

2. 5개의 수자 1，2, 3, 4, 5가운데서 2개 수를 취하여 밑수와 진수로 하 
는 로그수를 만드는데 서 로 다른 수는 _개 만들수 있다. 

3. 99 10 을 100으로 나눈 나머 지 는 _이 다. 

4. (义一2) 6 의 전개식에서 다섯째 마디가 480이다. 이때 x = _이다. 

5. (1 + jc ) + (1 + x) 2 +(1 + jc ) 3 +"_ + (1 + x ) 10 의 전개식에서 X 2 의 결수의 

총합은 _이 다. 
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- 해답문제 

6 . 평면 보에서 4개의 점을 잡고 평면 N 에서 5개의 점을 잡아 이 9개 
의 점으로 다음의 도형을 최대로 몇개 만들수 있는가? 

1) 직선 2) 평면 3) 3각룰 4) 4각률 5) 5각률 

7. 남학생 9명 ( A , B , C , D , E , F , G , H , I ) 과 녀 학생 7명 ( a , b ， 
c , d ， e , f ， g ) 가운데 서 5 명 의 선수를 선출하는 방법 에서 

1 ) 한명 의 녀학생 이 있는 경 우 

2 ) 적 어도 한명의 녀학생 이 있는 경우 

3) 기 껏 2명 의 녀학생 이 있는 경 우 

4) 남학생 A 가 없는 경우 

5) 녀학생 a 와 남학생 A 가 반드시 있는 경 우 

6 ) 녀학생 a,b 두명 가운데 서 한명 만 있는 경 우 


7) 녀학생 이 짝수명 있는 경 우 
는 각각 몇가지 있는가? 

8 . m , 자 에 관한 방정식 C:— 1 : C； M : C ；； ,+1 =2 : 3 : 4를 풀어라. 

9. 안같기식 

1) 씨<시 

2 ) c 2 2 ： <c 2 2 r 2 

을 풀어 라. 


10 . 


/ 1 V 8 

9 x r 의 전개 식 에서 상수마디는 ( a + M 2 " 의 곁수들의 합 
、 3 V x j 

보다 2 180 만큼 크다. “ + / ᅪ 2 "의 전개식에서 곁수가 최대인 마 
디 를 구하여 라. 


11 . (_x + 27 + z ) 9 의 전개식에서 _ x 2 j 3 z 4 의 곁수를 구하여라. 

12. 자 이 자연수일 때 9 n >(n +1)4” 임 을 증명 하여 라. 


3) 자체시험문제 
一 선택문제 

1. 1ᅳ9까지 9개의 자연수들가운데서 임의로 3개 수를 취하여 만든 수 
의 묶음 ( a , b , c ) 가 반드시 a . 〉 b 〉 c 를 만족하게 되 는 서 로 다른 
수의 묶음은 ( ) 개이 다. 

A . 21 B . 28 C . 84 D . 343 
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2 . 


广 


의 전개 식 에 서 곁 수가 최 대 인 마디 는 ( ) 이 다. 



A . 여섯번째 B . 다섯번째 C . 다섯，여섯번째 D . 일곱번째 

3. n 이 자연수일 때 C 으‘2” ᅳ C。"— 1 +C 유.2”— 2 + …+ (-1)” C :.2 0 은 

( ) 과 같다. 

A . 0 B . 1 C . (- l) H D . 2" 

- 해답문제 

A w+1 

4. 자 에 관한 안같기 식 2<^4<42 를 풀어 라. 

A ：：； 

5. 학생 25명이 5행5렬로 대렬을 지으려고 한다. 그가운데서 3명이 
서 로 다른 행，서 로 다른 렬에 서게 하는 방법은 몇 가지 가 있는가? 

6. 야 + 기”의 전개식에서 3，4, 5번째 마디의 값이 각각 168，一70, 
35 

$이 다. x , 凡 « 을 구하여 라. 
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9. 평면도령 


1) 문제풀이방법 

례 1. AABC 에서 정점 A 에서 BC 에 그은 수직선과 정점 B 로부터 
CA 에 그은 수직선의 사귐점을 H 라고 하고 AH , AB , BC 의 
가운데점을 각각 L , M , N 이라고 하면 ZLMN = ZR 라는것 
을 증명 하여 라. (그림 9-1) 

(풀이) AABH 에서 M , L 은 각각 변 AB , AH 의 가운데점 이므로 

ML //BH 

AABC 에서 M , N 은 AB , BC 의 가운데점 이므로 
MN //AC 

그런데 BH 丄 AC 이므로 ML 丄 MN 
ZLMN=ZR 

A 4 



그림 9-1 그림 9-2 


례 2. ABSAC 인 AABC 의 변 AB 에 점 D 를 그리고 AC 의 연장선 
에 점 표를 BD=CE 되 게 잠으면 DEXBC 라는것 을 증명 하여 
라. (그림 9-2) 

(풀이) 평행4변형 BDEF 를 만들고 CF 를 맺으면 

CE = DB=EF 
... ZECF=ZEFC ① 

또한 ZCED < ZC < (바깥각의 성 질) 

/. ZCED < ZB ② 

여기서 ZBCE = ZA+ZB 

ZEFB = ZBDE = ZA + ZCED 
식 ②로부터 ZBCE>ZEFB 
식 ①로부터 ZBCF>ZBFC 
BF〉BC 

BF = DE 이 므로 DE>BC 

례 3. 4각형 ABCD 에 서 네 변과 대 각선의 가운데점 을 각각 P , Q , 
R , S , M , N 이라고 하자. 이때 PR , QS , MN 은 한 점을 지 
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난다는것을 증명하여 라. 

(풀이) 변 AB , BC , CD , DA , BD , AC 의 가운데 점 을 각각 P , Q , 
R , S , M , N 이 라고 하자. (그림 9-3) 

ABAC 에서 P , Q 는 각각 변 BA , BC 의 가운데점 이므로 
PQ //AC 

마찬가지로 SR//AC 

PQ // SR ， PS//QR 
4각형 PQRS 는 평 행 4변형 이 다. 

AABC 에 서 P , N 은 각각 변 AB , AC 의 가운데점 이 므로 
PN //BC 

마찬가지 로 MR //BC 

PN //MR 
PM //NR 

따라서 4 각형 PMRN 은 평행 4 변형 이 다. 

OPQRS 에서 변 QS 의 가운데점은 변 PR 의 가운데점과 일 
치하고 OPMRN 에서 MN 의 가운데점은 변 PR 의 가운데점 
과 일 치한다. 

따라서 PQ , QS , MN 은 한 점을 지난다. 



례 4. 4각형 ABCD 의 대각선 AC 의 가운데점을 보이라고 하면 


S ᅀ BMD 누 :.：: |S 
2 ' 


AABD 


■S 


ABCD 


임 을 증명하여 라. (그림 9-4) 

(풀이) S ᅀ ABM = S ᅀ BCM, S ᅀ adM = SadCM 이므로 

§4 각형 ABMD = S4 각형 CBMD 

4각형 ABMD 가 볼록일 때 4각형 CBMD 는 오목이므로 


S ᅀ ABD+ s ᅀ bMD = SabCD—S ᅀ BMD 
2 S ᅀ bMD=SabCD — s ᅀ ABD 

4각형 CBMD 가 볼록인 경우도 마찬가지 로 



2S ᅀ bMD = SaaBD—S ᅀ BCD 
.. 2S ᅀ bmd = ■조 _|S AABD - S ᅀ BCD | 

례 5. 두 변 a , 와 변 a 의 맞은각 A 가 주어졌을 때 3각형 을 그 


리 면 두 3각형 을 얻는다. 이 3각형 의 셋째 변을 라고 

하면 b 2 = a 2 + 이 c 2 라는것 을 증명 하여 라. 

(풀이) 변 쇼 와 ZA 를 함께 가지도록 두 3각형 쇼파(3와 AB 2 C 를 
그리고 = CA . = b , ABi = ci, AJ32 = C2 라고 하 

자.(그림 9-5) 

정점 C 에서 ABi 에 그은 수직선의 밑점을 D 라고 하였을 때 
BiC^BzC 로부터 D 는 파故의 가운데점 이다. 이때 
Z> 2 -a 2 =AC 2 -B 1 C 2 
= AD 2 -B ^ 2 
= (AD + B 1 D)(AD-B 1 D) 

이고 130 = 1321) 이므로 

(AD + B^XAD - B.D) = AB 1 • AB 2 

b 2 - a 2 = AB : - AB 2 = C[C 2 
... 公 2 = a 2 +CjC 2 


C 




그림 9-6 


례 6. 평행 4 변형 ABCD 의 대각선 AC , BD 의 사귐점을 O 라고 하고 
O 와 변 AB 의 임의의 점 E 를 맺고 DE 와 AO 의 사귐점 F 와 
묘를 맺는다. 변 BF , OE 의 사귐점 과 A 를 맺 는 직 선과 BD 가 
사귀 는 점 을 (그라고 하면 (그는 AABC 의 무게 중심이 라는것 을 
증명 하여 라. (그림 9-6) 

(풀이) AABO 에 서 AG , BF , OE 는 한 점 에서 사귀 므로 체 바의 정 
리 에 의 하여 
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BG OF AE 

- = i 

GO FA EB 

또한 E , F , D 는 한 직선에 놓이므로 
BD OF AE 

-= i 

DO FA EB 
. BG FA EB BD 
. . GO _ OF AE _ DO 

따라서 점 O 는 평행 4 변형의 대각선의 사귐점 이므로 
BD _ 2 
DO " I 

ᄌ BG 2 
ᅮ 

점 O 는 변 AC 의 가운데 점 이 고 (그는 변 BO 를 2:1로 내분하 
므로 AABC 의 무게 중심이 다. 

례 7. 한 변의 길이가 o 인 바른5각형의 대각선의 길이를 구하여라. 
(풀이) 바른5각형을 ABCDE 라고 하고 대각선 AC , BD 를 그으면 
A ABE , ᅀ BCA 에서 

EA = AB = BC , 

ZEAB=ZABC = 108° 

... AABC^ABCA BE = CA 

마찬가지로 다른 대각선도 모두 갈으므로 변 AC 의 길이를 
구한다. 

AB = BC , "ABC = 108° 

ZBAC =- (180° —108° )=36。 

2 

같은 방법으로 ZBAC = 36° 이므로 변 AC 
F 라고 하면 

ZCBF = 108° -36° =72° 

ZCBF = 36° +36° =72° 

CF = BC =a 

또한 AFABc^ABCA 이므로 
FA BC 
AB = AC 

FA • AC=AB • BC 
AB=BC = CF=a 이 므로 AC=x 라 


, BE 의 사귐점을 



C D 
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그림 9-7 



고 하면 


FA = x-a 
{ x - a)x = a 2 
x 2 - ax - a 2 =0 

i±VJ 

... x = -公 

2 

례 8. AABC 의 밑변 BC 의 한 점 P 로부터 변 AB , AC 에 각각 평 
행으로 직선 PQ , PR 를 긋고 변 AC , AB 의 사귐점을 각각 
Q , R 라고 하여 OARPQ 를 만들 때 그 면적이 가장 크게 되 
는 점 근의 자리표를 구하여 라. 

( 풀이 ) S OARPQ = S AABC ~ S ARBP~ S AQPC 

AABC ⑴ᅀ RBP ⑴ᅀ QPC 이 므로 BC = a , 8?=니: 로 놓으면 


^AABC S ARBp 


5 ᅀ PQC 


[a -x 


Sarbp = —r S ᅀ abc 


: 2S ᅀ ABC 


a a 
x(a - x ) 


a 


A 



P 

그림 9-8 


C 


O - \ a ~ x ) o 

건ᅀ QPC - 2 건ᅀ ABC 

公 

e 一 「 («-^) 2 le 

건 " ARPQ — 丄 - 9 -9 건ᅀ ABC 

이때 는 일정하며 사 UC ) 는 JC = ^ 일 때 가장 큰 값을 
a 2 

가전다. 


따라서 OARPQ 의 면적 은 义 = 쓰일 때 즉 묘가 BC 의 가운 

2 

데점 일 때 가장 크게 된다. 

례 9. AABC 의 외접원 O 의 원둘레의 한 점 P 로부터 BC , CA , 
AB 또는 그 연장선에 그은 수직선의 밑점을 각각 L , M , N 
이라고 하면 세 점 L , M , N 은 한 직선에 놓인다는것을 증명 
하여 라. 

(풀이) 원 에 내 접하는 4각형 ABPC 에 서 
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ZNBP=ZABP = ZMCP ① 

또한 ANBP 와 AMCP 에서 식 ①이 성 립하고 한편 
ZBNP = ZCMP = 90 o 이므로 

ZNPB^ZMPC ② 

ZBNP=ZBLP = 90 o 이므로 네 점 B , P , L , N 은 한 원둘 
레에 놓인다. 

ZBLN=ZNPB ③ 

또한 ZCMP=ZCNP = 90° 이므로 네 
점 C , M , P , L 은 한 원둘레에 놓인다. 

ZCLM=ZMPC © 

식 ②，③, ④로부터 
ZBLN=ZCLM 

한편 ZBLN 4 ZCLM 은 변 BC 의 반 
대쪽에 있으므로 세 점 L , M , N 은 한 
직선에 놓인다. 

레 10. AABC 의 변 BC 의 가운데점 을 보이 라고 하고 점 A , M 을 
지나는 임의의 원둘레가 변 AB , AC 를 자르는 점을 각각 
D , 표라고 할 때 점 B , D , M 을 지나는 원과 점 C , E，M 
을 지 나는 원은 반경 이 갈으며 서 로 접 한다는것 을 증명하 
여라. 

(풀이) 변 EM 의 연장선이 점 B , D , M 을 
지나는 원둘레와 사귀는 점을 F 라 
고 하고 점 M , D 를 맺자. 

원 에 내 접하는 4각형 ADME 에 서 
ZCEM=ZADM 
원 에 내 접하는 4각형 BDMF 에 서 
ZADM=ZBFM 
ZCEM=ZBFM ① 

또한 ZCME = ZBMF (맞문각) ② 

ACEM 과 ABFM 에서 식 ①，②가 성립하고 한편 BM = 
MC 이므로 

ACEM^ABFM 

따라서 점 B , F , M 을 지 나는 원 즉 점 B , D , M 을 지 나는 
원과 점 C , E , M 을 지나는 원은 합동인 3각형의 외접원으 
로서 같다. 

다음으로 점 보에서 점 C , E , M 을 지나는 원의 접선 TMS 
를 그으면 





ZSMB = ZTMC=ZCEM 
한편 식 ①로부터 ZSMB=^BFM 

그러 므로 직선 TMS 는 점 B , D , M 을 지 나는 원에 접하며 
따라서 점 B , D , M 을 지 나는 원과 점 C , E , M 을 지 나는 원 
은 서로 접한다. 

례 11. 사귀는 두 직선으로부터의 거 리의 합이 일정한 점의 자리길 
을 구하여 라. 

(풀이) 점 O 에 서 사귀 는 두 직 선을 XX '， YY ' 라고 하고 ZXOY 안 
에서 생각하자. 

반직선 OX 에 점 A 를 찍고 점 A 로 
부터 직 선 YY ' 에 수직 선 AQ 를 그 
어 AQ=g (일정)되 게 하면 A 는 일 
정한 점 이 다. 

ZXOY 안에 조건에 맞는 임의의 점 
모를 잡고 점 P 로부터 반직선 OX , 

OY 에 각각 수직선 PH , PK 를 긋고 AQ 에 수직선 PR 를 그 
으면 

PK + PH=a (일정 ) 

AP 의 연장선과 반직선 OY 가 사귀는 점을 B 라고 하면 
AAPH , ᅀ PAR 에서 

PK + PH = RQ+AR 
PK = RQ 이므로 PH=AR 
또한 AP 는 공통변이 고 ZAHP = ZPRA 
AAPH=APRA 
... ZHAP=ZPAR 

그런데 PR // BQ 이므로 ZOAB=ZOBA 
... AO=BO 

즉 점 P 는 일정한 선분 AB 에 있 다. 거 꾸로 선분 AB 의 임 
의의 점을 모라고 하고 P 로부터 OX , OY , AQ 에 각각 수직 
선 PH , PK , PR 를 그으면 AAPH , APAR 에서 ZAHP ^ 
ZPRA , ZHAP = ZRPA , AP 는 공통 
AAPH=APAR 
PH=AR 

이로부터 

PH + PK = AR + RQ = AQ =a 
즉 점 묘는 조건에 맞는다. 

각 Z OY , ZX ' OY ' , ZXOY ' 안에서도 우와 같은 방법 
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으로 생 각할수 있 으므로 구하려 는 자리길 은 직 4각형 ABCD 
의 둘레 이다. 

례 12. 한 직선에 세개의 일정한 점 A , B , C 가 차례로 주어졌을 때 

ZAPB=ZBPC 
인 점 모의 자리길 을 구하여 라. 

(풀이) 1) AB < BC 인 경우 
주어진 직선에 


AD _ AB 
DC ~ BC 

로 되는 점 D 를 찍는다면 D 는 일정한 ^ 

점이다. ,，’;、、、 

조건에 맞는 점 모를 찍으면 선분 BP ，’ / \ 

는 ZAPC 의 2등분선이다. 따라서 -^ 

^ = 일정) 그림9一12 

PC BC 

이 로부터 점 모는 일정한 선분 BD 를 직 경 으로 하는 원둘레 
에 놓인다. 

거꾸로 이 원둘레의 임의의 점을 모라고 하자. 

ZBPD=ZR 또는 ZCPB = ZBPA ， 로 되는 점 A ， 는 선분 
BD 를 직경으로 하는 원둘레에 놓인다. 

거꾸로 이 원둘레의 임의의 점을 P 라고 하자. 

ZBPD=ZR 또는 로 되는 점 A ， 를 선분 

BD 에 찍 으면 PD 는 ZA'PC 의 바깥각의 2등분선이 다. 

I 다라서 

PC _ BC _ PC 
PA ' ~ A，B ~ CA f 
. BC _ A，B 
. . DC _ DA f 


그런데 


쁘_뜨이리 쁘_스트 
AB DA DC DA 


. A，B _ AB 
. . DA , _ DA 

A , A ' 는 선분 BD 의 점 이 므로 일 치한다. 
따라서 ZAPB = ZBPC 이므로 조건에 맞는다. 
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따라서 구하려 는 자리길은 일정한 선분 BD 를 직 경 으로 하 
는 원둘레 이 다. 여 기서 점 B , D 는 제외한다. 

2) AB>BC 인 경우 

우와 갈은 방법으로 생각할수 있다. 

3) AB=BC 인 경우 

자리길은 선분 AC 의 수직2등분선이다. 여기서 점 표는 제외 
한다. 

례 13. 일정한 직선 XY 에 대 하여 같은쪽에 일정한 두 점 A , 묘가 
있다. 표구에서 한 점 P 를 구하되 ZAPX — ZBPY = a (일정 
한 각)로 되게 하여라. 

(풀이) 점 모가 구해졌다고 하고 직선 
XY 에 관한 점 묘의 대칭점 B ' 를 
찍은 다음 B'P 의 연장선에 점 C 
를 잠으면 

ZAPC = ZAPX-ZCPX 
= ZAPX - ZB'PY 
= ZAPX - ZBPY = a 
ZAPB '= 180 °-a 
그리기] 직선 XY 에 관한 점 묘의 대칭점 B ' 를 찍고 AB ' 를 
활줄로 하여 180 °-a 를 포함하는 활등을 X 방향으 
로 만들어 직선 XY 와의 사귀는 점을 모라고 하면 P 
가 구하려는 점 이 다. 

례 14. 일정한 두 점 A , 묘를 지 나면서 일정한 원 ◦에 접하는 원을 
그려라. 

(풀이) 구하려는 원과 주어진 원 ◦와 
의 접점을 C 라고 하고 C 에서의 
공통접선과 직선 AB 가 사귀는 
점을 P 라고 하자. 

점 P 로부터 원 O 에 임의의 가 
름선 PDE 를 그으면 

PD • PE = PC 2 =PA • PB 
이므로 점 A , B , C , D 는 같은 
원둘레 에 있다. 그림 9 一 14 

따라서 점 모는 선분 AB 와 DE 의 사귐점 으로 점 모가 정 해 
진 다. 

그리기] 점 A , 묘를 지나며 원 O 와 사귀 는 하나의 원을 그리 
고 그 사귀는 점들을 D , E 라고 하자. 
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선분 AB 와 DE 가 사귀는 점 P 로부터 원 ◦에 접선 
을 긋고 접점을 C 라고 하면 세 점 A , B , C 를 지나 
는 원은 구하려는 원이다. 

S 명] PC 2 =PD • PE = PA • PB 

따라서 세 점 A , B , C 를 지나는 원은 점 C 에서 선분 
PC 에 접하고 또 점 C 에서 원 ◦에 닿는다. 

SOI ] 풀이는 일반적으로 2개 있다. 

례 15. 일정한 직선 XY 의 갈은쪽에 일정한 두 
점 A , 묘가 있다. 직선 고모에서 점 P 를 
구하되 AP + BP 를 가장 작게 하여라. 

(풀이) 그리기] 점 묘의 직선 XY 에 관한 대칭점 
단 를 찍고 AB ' 와 표구가 사귀는 
점을 모라고 하면 모는 구하려는 
점 이 다. 

증명] 직선 XY 에서 점 P 밖의 임의의 점을 F 라고 하면 
BP = B ( P , BP ' = B ' 

... AP ，+ BF = AP ，+ BF 

> AB ，= AP + B'P = AP + BP 
따라서 AP + BP 는 가장 작다. 



2) 련습문제 
- 선택문제 

1. 다음의 4개 명 제 들가운데 서 정 확한것 은 ( ) 이 다. 

1) 대응하는 두 변파 그가운데서 대응하는 한 변에 그은 가운데선 
들이 각각 서 로 갈은 두 3각형 은 합동이다. 

2) 대응하는 두 각과 그가운데서 대응하는 한 각의 2등분선이 각각 
서 로 같은 두 3각형 은 합동이다. 

3) 대응하는 두 변과 나머지 변에 그은 높이가 각각 서로 같은 두 
3각형 은 합동이다. 

4) 대 응하는 두 변과 그 사이각의 2등분선이 각각 서 로 같은 두 
3각형 은 합동이다. 

A . 1)， 2)， 3) B . 1)， 2)， 4) 

C . 1), 3), 4) D . 2), 3), 4) 

2. 다음 명 제 들가운데 서 정 확한것 은 ( ) 이 다. 

A . 대 각선 이 서 로 같은 평 행 4변 행 은 직 4각형 이 다. 

B . 한 쌍의 맞은변이 평행이고 한 각이 직각인 4각형은 직4각형이다. 

C . 대 각선 이 서 로 수직 인 평 행 4변형 은 직 4각형 이 다. 
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D . 대각선이 서로 같은 4각형은 직4각형 이 다. 

- 해답문제 

3. 어떤 도형과 그를 회전이동하여 얻은 다른 도형만이 주어졌을 때 
회 전중심 과 회 전각을 찾을수 있는가? 

4. 직2등변3각형 ABC 의 정점 A 로부터 밑변 BC 에 평행인 직선을 C 쪽 
으로 긋고 그 직선에 점 표를 BE=BC 되게 잡는다. AC , BE 의 사귐 
점 을 표라고 하면 3각형 CEF 는 2등변3각형 이라는것 을 증명하여 라. 

5. 평 행 4변형 의 아낙각의 2등분선들은 린접한 두 변의 차와 같은 대 각 
선을 가진 직 4각형 을 만든다는것 을 증명 하여 라. 

6. 3각형의 한 정점에서 나가는 2등분선，가운데선，높이의 연장선과 
외 접 원둘레 와의 세 사귐점 들을 알고 그 3각형 을 그려 라. 

7. 직4각형 ABCD 에서 AB = o , BC = 2 o 이 고 정점 D 로부터 AC 에 그 
은 수직선의 밑점 을 표라고 할 때 BE 의 길 이를 «로 표시하여 라. 

8. 4각형 ABCD 에서 AB 2 + CD 2 = CD 2 + DA 2 이면 정점 B , D 는 대각선 
AC 의 가운데점으로부터 같은 거리에 있다는것을 증명하여라. 

9. 반경이 인 원 O 에서 그 반원둘레 AB 를 6등분하여 생기는 점들가 
운데서 A 또는 묘에 가장 가까운 점 P 및 Q 를 맺는 활줄 PQ 를 
직 경 으로 하는 원 O ' 를 그리 자. 이 때 ◦와 O ' 의 부분으로 둘러 싸 
인 두 초생달모양의 면적 비, 心 의 합을 구하여 라. 

10. 일정한 원 O 안의 일정한 점 A 를 잡고 원둘레 를 따라 움직 이 는 점 
을 Q 로 하였다. AQ = QP 로 되는 점 P 를 AQ 의 연장선에 찍었을 
때 점 p 의 자리길 을 구하여 라. 

3) 자체시험문제 
一 선택문제 

1. 다음 명제들가운데서 정확한것은 ( ) 이 다. 

A . 합동인 두 3각형은 점대칭 이다. 

B . 대각선이 서로 2등분되는 4각형은 점대칭도형이다. 

C . 대 각선 이 서 로 수직 인 4각형 은 축대 칭 도형 이 다. 

D . 두 3각형의 대응하는 점들을 련결할 때 한 점을 지나면 이 두 
3각형 은 점 대 칭 이 다. 

- 해답문제 

2. 3각형 ABC 에서 무게중심을 G , 내심을 I 라고 할 때 GI 가 BC 에 평 
행 이면 이 3각형 은 어 떤 3각형 인 가? 

3. 평행인 직선 AB , CD 와 그사이에 두 점 E , 묘가 있다. 등변4각형을 
그리되 두 변은 평행인 직선에 있고 나머지 두 변은 각각 주어진 
점 들을 지 나도록 하여 라. 
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4. 일정한 선분 AB 의 일정한 점 을 C 라고 하자. 점 C 를 지 나 AB 에 
수직으로 그은 직선의 임의의 점을 모라고 하고 직선 AP , BP 에 점 
C 로부터 내린 수직선의 밑점을 각각 Q , R 라고 하면 직선 QR 는 
늘 일정한 점을 지나든가 또는 늘 AB 에 평행임을 증명하여라. 

5. 3각형 ABC 의 변 BC 의 한 점 P 로부터 변 AB , AC 에 각각 평행인 
직 선을 그어 AB , AC 와의 사귐 점 을 각각 Q , R 라고 하여 평 행4변 
형 ARPQ 를 만들 때 그 면적이 가장 크게 되는 점 P 의 자리를 구 
하여 라. 

6. 한 직선에 세 점 A , B , C 가 차례로 있다. 점 
A 로부터 점 B 와 C 를 지나는 원둘레에 접선 
을 그었을 때 접 점 모의 자리길을 구하여 라. 

7. 그림 9一16에서 빗선친 부분의 면적과 원의 
면적 의 비 는 CD:AB 이 다는것 을 증명하여 라. 

8. AABC 의 밑변 BC 에 두 점 D , E 를 BD = 

CE 되게 잡으면 

AB + AOAD+AE 



B 


임 을 증명하여 라. 

9. 이웃한 두 변의 길이가 a , ᅪ 인 직4각형 ABCD 의 정점 C 가 

A 에 겹 치 도록 접 었 을 때 그 접 어 서 생 긴 선의 길 이 를 구하여 라. 
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10. 공간도형 


1) 문제풀이방법 


례 1. 둘씩 서 로 사귀는 4개의 직선은 최대 로 몇개의 평면을 이 루 
는가? 

(풀이) 둘씩 서로 사귀는 4개의 직선은 4가지 경우로 갈라볼수 있다. 
첫 경우: 둘씩 서로 사귈 때 사귐점이 서로 다르다. 즉 6개 
의 사귐점 을 지난다. 이 때 4개 의 직 선은 1개 의 평 
면만을 결 정 한다. 

둘째 경우: 4개 직선이 공통점을 가지며 4개 직선이 한 평면 
에 놓인다. 이때 에도 1개 평면만을 결정한다. 

셋째 경우: 4개의 직선이 공통점을 가지며 세 직선이 한 평 
면에 놓인다. 이때 에 는 4개의 평 면을 결정한다. 
넷째 경우: 4개의 직선이 공통점을 가지며 세 직선이 한 평 
면에 놓이지 않는다. 이때에는 6개의 평면을 결 
정 한다. 

따라서 최대로 만들수 있는 평면은 6개 이다. 

례 2. 세개 평면이 둘씩 서 로 사귀며 세개의 서 로 다른 사귐선을 
가진 다는것 을 증명하여 라. 


(S 명) 세 평 면을 a , /5, 7 라고 하고 

af]j3 = a, j3C\/ = b, /fla = c 
그 I 

한 평면에 놓이는 두 직선은 서로 사 
귀 거 나 평 행 이 므로 
CD an ^= o 라고 하면 
b 〔 y 

이 므로 Oe /, 이 다. 

O e a , c = / f]a 이므로 
O ec 


O 



따라서 a , b , c 는 O 에 서 사권 다. j ) 


(그림 10-1) 

/V7 

1\ 

(2) a H b 라고 하면 bey , acty 

/Y. 

a 、 

이 므로 以 //,이 며 a //c 이 다. 




따라서 a , b , c 는 서 로 평 행 이 

다. (그림 10-2) 그림 10-2 
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례 3. 바른 4 면체 A—BCD 의 모서리의 길이가 
a 이 고 E, 표는 모서 리 BC 와 AD 의 가 
운데점이다. EF 와 AB 가 이루는 각과 
AD 와 BC 사이 의 거 리 를 구하여 라. 

(풀이) 점 표를 지나 EG//AB 되게 긋고 FG 
를 맺 으면 EG 와 FG 는 각각 AABC 와 
AADC 의 중간선 이고 ZFEG 는 서 로 
다른 면에 놓이는 직선 AB 와 EF 가 
이 루는 각이다. (그림 10-3) 

바른 4 면 체 의 모서 리 길 이 가 o 이 므로 



그림 10-3 


EG=FG=- 

2 

AE=DE 이므로 AADE 는 2 등변 3 각형 이 다. 


AE = 


— U ， 
2 


AF = 


a 

2 


EF 丄 AD 이므로 


EF]VaE 2 -AF 2 =—a 

2 

ᅀ EFG 에서 EF 2 = EG 2 + FG 2 
따라서 AEFG 는 직 2 등변 3 각형 이 다. 

이 로부터 ZFEG=45° 즉 EF 와 AB 가 이 루는 각이 45° 이 다. 
한편 EF 丄 AD 임 을 알수 있 다. 마찬가지방법 으로 


EF 丄 BC 


따라서 EF 가 서로 다른 면의 직선 AD 와 BC 의 공통수직선 
이 다. 


EF= 


V2 

2 


a 이므로 AD 와 BC 사이의 거 리는 


V2 

2 


a 이 다. 


례 4. 바른 6 각형 ABCDEF 의 변길이는 a , PA 
丄바른 6 각형 ABCDEF, PA=a 이면 P 
에 서 BC 까지 의 거 리 를 구하여 라. 

(풀이) A 에서 BC 에 수직선을 긋고 그 밑점 
을 G 라고 하면 AG 는 PG 의 사영으로 
된 다. 

PA 가 평면의 수직선이므로 세 수직선 
의 정 리 에 의 하여 


D E 



그림 10 — 4 


CG 丄 PG 




례 5. 평면밖의 한 점에서 평면에 수직선과 두개의 빗선을 그었다. 
두개의 빗선과 평면이 이루는 각의 차는 45ᄋ，그 빗선의 평 
면우의 사영선의 길이는 각각 2 cm , 12 cm 이다. 이 점으로부 
터 평면사이의 거리를 구하여라. 

(풀이) 그림 10-5 에 서 수직 선을 PO=;c 라고 하면 


AO =12 cm , BO =2 cm 


tanZPAO = — , tanZPBO = — 

12 2 

ZPBO = ZPAO = 45° 이 므로 

tan(ZPBO - ZPAO ) = 

x x 

= 5 _Jl = tan 45° 

+ 24 그림 10-5 

— = 1 + —, ᄌ 2 -10: +24 = 0 
12 24 

Xj = 4, x 2 = 6 

따라서 P 에서 평면까지의 거리는 4 cm 또는 6 cm 
례 6. 1) 평면 « 밖의 한 점 P 에서 평면에 길이가 같은 3개의 빗 
선을 긋고 그 끝점을 각각 A , B , C 라고 하고 O 는 
AABC 의 외심 이라고 할 때 OP 丄«를 증명하여 라. 

2) 평면 ABC 밖의 한 점 P 에서 A ABC 
의 세 변까지의 거리가 서로 같고 O 
는 내심일 때 OP 丄평면 ABC 임을 
증명 하여 라. 

( S 명) 1) PO ' 丄평 면 ABC 되 게 PO ' 를 긋고 A 
O ' A , O ' B , 우를 맺 으면 O ’ A , 

O f B , 0， C 는 각각 PA , PB , PC 의 그림 10-6 




141 



례 7. 


( SOI ) 


p 



변 


사영 이 다. 

PA = PB=PC 이므로 

0 , A =0 , B =0 , C 

따라서 O ' 는 AABC 의 외심이고 O ' 와 O 는 일치한다. 

PO ' 丄평 면 ABC 이 므로 PO 丄평 면 ABC 이 다. 

2) P 에서 AABC 의 세 변까지의 
거리를 각각 PD , PE , PF 라고 
하자.(그림 10-7) 

PO ' 丄평면 ABC 되게 O ' 를 잡 
고 0 ( D , O ' E , O ' 표를 맺 자. 

이 때 O ' D , O ' E , O ' 표는 각 
각 PD , PE , PF 의 사영이고 
AB 丄 PD , BC 丄 PE , AC 丄 PF 
이므로 세 수직선의 정 리로부터 

CTD 丄 AB , CTE 丄 BC , O'F 丄 AC 
PD = PE = PF 이므로 

o ' c = o ' E=cyF 

따라서 O ' 는 AABC 의 내 심 즉 O ' 와 O 는 일 치한다. 
PO , 丄평 면 ABC 이 므로 PO 丄평 면 ABC 
4각률 S — ABCD 에서 ZA = ZD =90°, DC =2 a , AB=AD 
= a , SD 丄밑면 ABCD , SD=a , 점 보은 SA 의 점 이고 SM 
= x , 평면 CDM 과 모서리 SB 가 사귀는 점을 P 라고 하면 

1) 4각형 DCPM 은 한 각이 직 각인 제형 이 라는것 을 증명하 
여 라. 

2) o 와 x 를 리용하여 이 제형의 면적을 표시하여 라. 

3) ;c 가 어떤 값일 때 CM 의 길이가 
최소로 되겠는가? 그리 고 이 길이 
를 구하여 라. (그림 10-8) 

1) SD 丄밑면 ABCD , DA 丄 AB 이므 
로 SA 丄 AB 

AB 丄평면 SAD 
MD 丄평면 SAD 
AB 丄 MD ① 

평면 DCPMfl 평면 SAB=MP 
CD // AB 로부터 CD //평 면 SAB 
CD //PM ② 

식 ①, ②， MD // PC , CD 丄 MD 로부터 4각형 DCPM 은 


S 



C 


그림 10 — 8 



례 8. 


( SOI ) 


한 각이 직 각인 제 형 이 라는것 이 얻 어 진다. 
2) ASMP ⑵ᅀ SAB 로부터 

AB-SM 


MP ： 


SA 


SP = x , AB = AD = SD = a , CD = 2 a 
... SA = V 2 a , ZDSM =45° 


MP - f X 


ᅀ DSM 에서 


MD = 




lax + a^ 


Sdcpm: 


4 


Zx + 


4 次)、/고 


lax-\-a z 


3) ACDM 이 직 3 각형이 므로 CD =2 a 
... CM 2 = CD 2 + MD 2 


x 


lax + 5a z 


' 接 、 

x - 次 

2 


라 

2 


;c = la 일 때 CM 2 은 최소값을 가지며 CM 의 최소값 
2 

은 이 다. 

2 

바른4면체 P — ABC 에서 D 는 PB 의 가운데점 이 다. 

1) AD 와 BC 가 이 루는 각의 크기를 구하여 라. 

2) AD 와 평면 PAC 가 이루는 각의 크 
기 를 구하여 라. 

1) PC 의 가운데점 E 를 잡고 DE 를 
맺으면 

DE //BC 

AE 를 맺으면 ZADE 는 AD 와 
BC 가 이 루는 각이다. 

바른4면체 모서 리 의 길 이 가 1 이 라 
고 하면 

그림 10 — 9 


P 



DE 7 AD 


V3 


AE 
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2 등변 3 각형 ADE 에서 


cosZADE 


2 


-DE 


AD 


ZADE = arccos 


_ 6 

V3 


2) 바른 4 면체의 대 칭성 에 의하여 AD 와 평면 PAC 가 이루 
는 각의 크기는 AD 와 평면 ABC 가 이루는 각의 크기 
와 같다. P 에서 평면 ABC 에 수직선을 긋고 그 밑점을 
O 라고 하자. BO 를 맺고 D 를 지나 POIl 평행인 직선 
을 그어 평면 ABC 와 사귀는 점을 표라고 하면 DF 丄평 
면 ABC 이 고 도는 BO 의 가운데점 이 다. AF 를 맺 으면 
ZDAF 는 AD 와 평 면 ABC 가 이 루는 각이다. 

BO =— , PB = 1 이므로 
3 


PO = 


V6 


DF = 


V6 


sinZDAF = 


DF 

AD 


V2 

3 


z DAF = arcsin -^ 


— 


따라서 AD 와 평면 PAC 가 이루는 각은 

례 9. 바른3각기둥 ABC — A ' B'C 의 밑면의 
한 변의 길이는 2 a , D 는 AA ' 의 가 
운데 점 이 다. 

1) ABOC 와 밑 면 AABC 가 이 루는 2 
면각의 크기를 구하여 라. 

2) 평 면 BDC ' 丄평 면 BCC ' B ' 를 증명 
하여 라. 

(풀이) 1) 2면각의 크기를 구하자. 

AABC 가 ABDC 의 사영 이 므로 

S ,= Scos 6* 즉 cos 6* = — 

S 


arcsm 







C ' 


C 


B 

그림 10 —10 




ABDC 는 2 등변 3 각형 이 다. 


BC = 

= -\ l ~5 ci 

S ᅀ BDC' ~ 

_ Vl5 

4 

Vl3 

S ᅀ abc = 

4 


cos 分 : 


■'厂 5 


6 = arccos 


、厂5 


2) B ' C 를 맺고 BC 와 B ' C 와의 사귐점을 O 라고 하고 D , 
O 를 맺 으면 ABCD 가 2등변3각형 이 고 BC ' 와 B ' C 가 
서로 2등분하므로 

DO 丄 BC , DO 丄 B，C 
DO 丄평 면 BCC B ' 

DO 〔평면 BCD 이므로 평면 BCD 丄평면 BB ' C'C 
례 10. 평행인 평면사이에 있는 두개 선분이 각각 13 cm 와 15 cm 이 
고 한 평면에로의 사영의 합은 14 cm 이다. 이 두 사영의 길 
이와 두 평면사이의 거리를 구하여라. 

(풀이) AC = 13, A , C , =15 

AB 丄分， A'B ' 丄 分 
BC+B , C , =14 
« // ' 이 므로 쇼 8 丄 « , A'B' 丄 a 
AB= A , B , 

BC = x , B , C , =14 -x 

13 2 -x 2 = 15 2 (l4-x ) ： 



X : 


... BC = 5 cm , B ' C ' =9 cm 

AB = Vac 2 - BC 2 = a /13 2 -5 2 = 12 cm 
례 11. 빗 3 각기둥 ABC - AiBiCi ^ 밑면은 길이가 a 인 바른3각형 
이고 모서리 A /나와 밑면의 두 변 AB , AC 는 모두 45°의 
각을 이룬다. 

1) AAilBC 임 을 증명하여 라. 

2) 옆면 BBiAiA 丄옆면 CCVUA 임 을 증명하여 라. 
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3) 쇼시와 BC 사이의 거리를 구하여라. 

(g 명) 1) ZAA 1 B=ZA 1 AC 이므로 AiO 丄평면 ABC 되게 AiO 를 
그으면 AO 는 ZBAC 의 2등분선이다. 

A ◦가 AAa 의 밑면 ABC 에로의 사 
영 이 므로 세 수직 선의 정 리 로부터 
AAilBC 

2) 점 Ai 을 지 나며 선분 AAi 에 수직 
인 두개의 선분 AiD 와 山어를 
옆면 ABBiAi, ACCkAi 에 그으면 
ZDAiD 는 2면각 B — AAiC 의 평 A 
면각이다. B 

AiBi=AiCi= ■ 公， ~?a{ 10 — 12 

ZAiBiD= ZAiCiD!=45° 

V 2 

A]D=AD= - a , DDi= a 

2 



따라서 ᅀ AiDDi 은 직 3 각형이 므로 ZDAiDi 은 직 각이다. 
이 로부터 2면각 D—AAiDi 은 직 2면각이다. 

따라서 옆면 BBiA^A 丄옆면 CCiAiA 
3) ᅀ쇼사고가에서 AE 丄 DC)! 되게 AE 를 그으면 선분 AE 는 
평행직선 AA: 과 평행평면 BCCiBi 사이의 거리이다. 
따라서 AiE 의 길이 즉 서로 다른 면의 직선 AAi4 BC 
사이의 거리는 


AiE = 


2 


I ? 


례 12. 바른4각형 ABCD 와 ABEF 가 있는 
평 면이 서 로 수직 이다. M, N 은 각각 
선분 AC, BF 의 점이고 AM=FN, 

AM= 이 다. 

1) MN //평 면 BEC 임 을 증명 하여 라. 

2) AM 과 FN 이 이루는 각을 구하여 라. 

3) MN 의 길이를 구하여라. 

4) x 가 어떤 값일 때 MN 이 가장 ^hj 10 _ 13 

짧겠는가? 1 

(풀이) 1) 점 A, N 을 련결하고 연장하여 BE 와 사귀는 점을 G 라고 하 
고 점 C 와 G 를 맺 으면 





AN FN AM 


NG NB 


이므로 


MC 

MN //CG 

CG <= 평면 BEC 이므로 MN // 평면 BEC 

2) AM 과 FN 이 이루는 각은 바른 6 면 
체 에서 서로 이웃한 두 면에 서 서 
로 사귀지 않는 두 대각선사이의 
뾰족각이 다. (그림 10 — 14) 

BF 를 CK 로 평행이동하면 AM 과 
FN 사이의 각은 AC 와 CK 사이의 
각으로 된다. 

AACK 는 바른3각형이 므로 
ZACK =60° 

따라서 AM 과 FN 사이의 각은 60ᄋ 

3) ABCG^AABG 이므로 AG=CG 

... MN=AN 
AAFN 에서 AF = a , FN=x 


F 


K 



D 


그림 10-14 


MN = AN = a 2 - hx 2 - 2 axcos 45° 


、[: 


2 2 

+ X —— 


iax 


4) MN = 、 ja 2 + x 2 



此 


ᄊ 때 MN 의 예은 f “ 다- 


례 13. AABC 와 ADBC 가 놓이는 평면이 120°의 2면각을 이룬다. 
AB=BC = BD = a , ZBCA = ZDBC = 120° 일 때 


1) AD 와 평면 BCD 가 이루는 각의 

크기를 구하여 라. 

2) 2면각 A—BDC 의 크기를 구하여 라. 
(풀이) 1) 점 A 에서 CB 의 연장선에 CB 丄 

AE 되게 수직선 AE 를 긋자. 그 
밑점을 표라고 하고 D 와 맺으면 
AABEeADBE 이므로 

DE 丄 CE , DE=AE 


A 



그림 10-15 


ZAED 는 2면각 A — BCD 의 평 면각이 다. 
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/. ZAED = 120° 

2 등변 3 각형 ADE 에서 
ZADE -30 0 

CE 丄 AE ， CE 丄 DE 이므로 CE 丄 평면 ADE 이고 CEc 
평면 CDE 이므로 CE 丄 평면 ADE 
점 A 를 지나 평면 DBC 의 수직선 AF 를 그으면 표는 반 
드시 DE 의 연장선에 놓인다. 즉 ZADF 는 AD 와 평면 
BCD 가 이 루는 각이다. 

ZADF =30° 

따라서 AD 와 평면 BCD 가 이루는 각의 크기는 30ᄋ 
이 다. 

2) 변 DB 를 연장하고 점 표에서 평면 DBC 에 FG 丄 DB 되 
게 수직선을 그어 DB 의 연장선과 사귀는 점을 G 라고 
하고 AOt 맺자. 

AF 丄평면 BCD 이고 FG 丄 DG 이므로 세 수직선의 정리 
에 의하여 AG 丄 DG 

ZACF 는 2면각 A — BDC 의 평 면각의 보템 각이다. 
AB = a , AABE = 60° 이므로 

AE=—a = DE , ZAED -120 0 , AF 丄 DF 
2 

AF = AE ^ —a , EF == i AE = a , 

2 4 2 4 

3J3 

DF =— ZFDG =30° 

4 


1 3\l3 

에 DFG 에서 FG 가，기 


tanZAGF = 


AF 2 a /3 


FG 


ZAGF=arctan 


2V3 


ZAGH = 7 t — arctan 


2V3 


3 



즉 2면각 A — BDC 의 크기는 刀•一 arctan - 이 다. 

3 

례 14. 직 6 면체 ABCD — 사콰어功이 있다. 대각선 BD f i 4 AB , BC , 
BB ' 가 이루는 뾰족각이 각각 a , 八 7 이고 평면 ABCD , 
평 면 BCC ' B '， 평 면 ABB ' A ' 가 이 루는 각이 각각 a ' , /3', 
/ 이 다. 

1 ) cos 2 a + cos 2 /5 + cos 2 y = 1 

2 ) sin 2 公 + sin 2 多 + sin 2 7 = 2 

3) cos 2 公’ + cos 2 , + cos 2 , = 2 

4) sin 2 a + sin 2 p + sin 2 7 = 1 
임 을 증명하여 라. 

(S 명 ) 직 6 면체의 세 모서리를 a, b, c, 대각선의 길이를 / 이라고 하면 
ZABD' = a ， ZCBD , = p ， ZB'BD = y ， ZD，BD = a' ， 
ZC'BD' = f5', ZA ， BD，= / 이 다 . 


1 ) 

2 ) 

3) 


2 b 2 c 2 l 2 


2 9 rt 2 nt ， ᄂ 

cos 公 + cos p + cos r = —+ —+ — = — 

• • r 7 r 7 1 7 1 7 

sin 2 幻 r + sin 2 (3 + sin 2 y 


a b c 

- 1 - 1 —— 

/ 2 / 2 l 2 l 1 

公 2 + c 2 c 2 + a 2 a 2 + b 2 


l 2 


l 2 


2 V 


2 


cos 2 公’ + cos 2 "’+ cos 2 / 


2 I r 2 r 2 I 2 2 ■ 2 

a + 公 b +c c + 公 

一^ + 一^ + 一[厂 


4) sin 2 a ’ + sin 2 f 3’ + sin 2 / 


c 

T 7 


+ 수 + 수 =1 

i 2 i 2 


례 15. 각를대의 웃면의 면적은 S ' 아래밑면의 면적은 S 이다. 각 
률대의 높이의 한 점 P 를 지나며 밑면에 평행 인 자름면의 
면적을 &이라고 하고 점 모가 각를대의 높이를 우로부터 아 
래 로 나누는 비 가 A 라고 하면 


= 


V^+iVs 


라는것을 증명 하여 라. 


1 + A 
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( g 명) 바른 4 각를대 로 보고 증명하자. 

평행 인 자름면과 우，아래밑면은 닮은 다각형이므로 
S ， : Si : S =0， A ,2 : PQ 2 : OA 2 
VS 7 : ^ : VS = OTV ， : PQ ： OA 
OT _ A'Q _ 

PO _ QA _ A 
A / EF // OO ' 되 도록 하면 

Vs-Vs 7 _ 0A - 0 ， A ， _ AF 
Ts ^- Vs 7 " PQ - Q ^ _ EQ 
_ AA ，_l + A 
~ A'Q ~ A 

ᅪ iA — K — # + 시 ᅮ 一 

Vs 7 + iVs = (1 + 九 ) ■J 巧 

... ^- = Vs 7 +iVs 

〜 1 l + A 

례 16. 각룰의 높이는 가이고 밑면이 등변4각형이다. 두 옆면이 각 
각 밑면에 수직이고 이 두 옆면사이의 2면각은 120ᄋ이며 
다른 두 옆면과 밑면은 각각 30°의 각을 이룬다. 이 각률의 
겉면적을 구하여라. 

(풀이) 옆면 VAD 와 옆면 VDC 는 모두 밑면에 수직이므로 
VD 丄 밑면 ABCD , VD 丄 AD , VD 丄 CD 
ZADC = 120° 

밑면 ABCD 에서 DH 丄 AB 되 게 긋고 V 와 H 를 맺 으면 
AB 丄 VH , ZVHD =30° 

직3각형 VHD 에서 

VD = h ， DH = yf 3 h , VH = 2 h 
4 각형 ABCD 가 등변 4 각형 이 므로 AABD 는 바른3각형 이 다. 
DH = 、巧 h 이 므로 AB = 2 h 

S 등변4각형 abcd=AB • DH =2 V 3 A 2 
S 겉면적 =VH • AB+AD • VD + AB • DH 

= 2/? • 2 h + 2 h 2 + 2^3 h 2 = 2(3 + S } i 2 
례 17. 바른 3 각뿔의 옆면적은 18々 cm 2 이고 높이는 3 cm 이다. 밑면 



의 중심을 지나며 한 옆면에 평 
행인 평면으로 자를 때 자름면의 
면적과 그와 밑면이 이루는 각을 
구하여 라. 

(풀이) 자름면 ADEF // 옆 면 PAB 이 므로 
Sadef _ CD 2 一 CO 2 - 4： 
S apab CB 2 CG 2 9 


P 



Sapab = 6V 弓" 이 므로 


그림 10-16 


Sadf.f~ 


8V3 

1— 


(cm 2 ) 


S 세 -AB-PG=-a. 


9 + 


s 


ci 次 +108 


2 


12 


6V3 


이므로 


W- 


3/)知 2 +144)=0 


a = 6 


P 니^ 

V 12 


= 2V3 , OG = 


V3 

-公 — 

6 




옆면과 밑면이 이루는 2면각 ZPGC 의 크기를 (2 라고 하면 


a =arctan — = 60° 
2 


자름면 ADEF //옆면 APAB 이므로 
이 이루는 각은 60。또는 120。이다. 
례 18. 평행6면체의 한 정점에서 서로 사 
귀는 세 모서리의 길이는 각각 
a, b, c 이 다. 매 개 두 모서 리 들은 
모두 60°의 각을 이룬다. 그의 체 
적 을 구하여 라. (그림 10-17) 

(풀이) AB= a , AD=Z) ， AAi=c 라고 하고 


자름면 ADEF 와 밑면 



ZBAAi=ZDAAi=ZBAD=60° , 


그림 10-17 
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V = Sh, S = 公公 sin60 o = —— ab 

2 

일 때 / 2 를 구하자. 

AEil 밑면 ABCD 되게 를 긋고 EF 丄 AB 되게 긋고 
Af 를 맺 으면 

AB 丄 A" 

AE 를 맺으면 AE 는 AAi 의 아래밑면에 대한 사영이다. 

또한 ZAiAD^ZAiAB 이므로 AE 는 ZA 의 2 등분선이다. 

1 2V3 V3 

AF=-c , AE=-^—AF=—c 

2 3 3 


AE= h 



AA 1- AE2 




C 


네 ab. 네 abc 

2 3 2 


례 19. 직 3 각기둥 ABC-AiBiCi 에서 BBi= Ai Q 

BC = 1, AB=2, 2 면각 A ᅳ BBi — C 의 
크기는 120° 이다. 

1) 직선 AiC 와 옆면 쇼出가 이루는 각 
의 크기를 구하여 라. 

2) 4 각를 Ai-BCQBi 의 체적을 구하여 A 
라.(그림 10-18) 

(풀이) 1) AB 를 연장하고 CD 丄 AB 되게 AB 의 
연장선에 점 D 를 찍고 를 맺으 
면 직 3 각기둥이므로 평면 ABC 丄평면 
AiABBi 이 다. 

... CD 丄평면 AiABBi 

ZCAiD 가 사(：와 평 면 A ^ BBi 이 이 루는 각이다. 
ZABC = 120° 



ZCBD=60°, 


CD=BCsin 60° = 


V3 

2 


BD = 


2 


, AD = 


V5 

2 
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A 시 AA 卜 AD 2 ，|l 후추 

tan Z C AiD ― = ᅪ。 

V29 29 


2 


ZCAiD=arctan 


V87 

~w 


즉 AiC 와 옆면 AiB 가 이루는 각의 크기는 


arctan^ 

29 


2) V 


A 厂 BCC& 


-V. 


각기둥 


-s 


A ABC 


'AAj 


= |xlx2xlxsinl20° = 


s 


AE 丄 CB 되게 그으면 AE 丄평면 BCQBi 이며 AE 는 
4 각쁠 Ai — BCQB! 의 높이 이 다. 


V 


Aj - BCCiB , 


-Sbcca ' AE 


： l 2 xV3 ： 


s 


례 20. 바른 6 면체 ABCD-A^BiQDi 의 모서리의 길이가 2이다. AAi 
와 CQ 의 가운데점 표와 표를 지나는 자름면 BFD 1 E>f 취할 때 

1) 평면 BFDiE^f 밑면 ABCD 가 이루는 2면각의 크기를 
구하여 라. 


2) V Ai _ EBFDi 을 구하여 라. 

3) 점 A 로부터 평면 EBFD: 의 거리를 구하여라. 
(풀이) 1) 밑면은 바른4각형 ABCD 이므로 S A bcd =4 

자름면 BFDiE 는 등변4각형이 므로 


EF=2V2 , BDi=2V3 


S BFDi e = ~ -BF • BD i = 2 a /6 
구하려는 2 면각의 평면각이 라고 하면 
COS 0 = ^L = ^ = ^1 

^BFDiE 2 a/6 3 
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례 21. 


(aoo 


^ = arctan^ 

3 

즉 평면 BFDiE ^ 밑면 ABCD 가 이루는 2면각의 크기는 


arctan 


yj ~6 




2) V Ai _ BFDiE = V F _ AiBE + V F _ ADiE 


’ S ᅀ색표 . BC + ~ • S AADiE • CDj 


= --l-2 + --l-2 = - 
3 3 3 

3) 표가 AAi 의 가운데점 이므로 A 와 쇼:로부터 평면 EBFDi 
까지의 거리는 같다. 

구하려는 4각뿔 Ai — EBFE ^ 의 높이를 가라고 하면 

4 


V Al - 


BFDiE 


BFDiE 


h 


• h = — • 2、[금 • h 
3 

V 6 


바른 4 각률의 옆면적 이 일 때 그 
체적이 최대로 되도록 높이와 밑면 
의 변의 길이를 구하여라.(그림 10 
一 19) 

밑면의 변의 길이를 a , 옆면의 높 
이를 서라고 하자. 
s dJ = 6 2 이므로 


S 


APBC 


- ah ' 


= - b 2 

4 

- b 2 

4 



h ' 


그림 10 — 19 
b ^_ 

2 4 三 a 

BC 丄직3각형 POE 이므로 평면 PBC 丄평면 POE 
OF 丄 PE 되 게 점 표를 PE 에 잡으면 OF 丄평면 PBC 


V P _ 


ABCD 


4-V 0 _ 


: 4--* S apbc - OF 


• Z ? 2 -OF 
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2) 련습문제 

1. 한개 평면과 두 평행직선들이 주어졌을 때 한 직선이 이 평면과 하 
나의 공통점을 가지면 다른 직선도 이 평면과 하나의 공통점을 가 
진다는것을 증명 하여라. 

2. 직선 o 와 직선 6는 어기는 두 직선이 다. 직선 c 와 o 는 평행 이고 
직 선 스와는 사귀 지 않는다. 

1) 직선 c 와 b 는 어 기는 직선이라는것 을 증명하여 라. 
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2) <3 丄스이 면 c ； 丄스이 라는것 을 증명하여 라. 

3. 직3각형 ABC 의 직각의 정점 묘에서 AABC 평면에 수직선 BD 를 그었 
다. AABD , ABCD , AABC 의 면적 이 각각 Si , S 2 , S 3 일 때 AACD 
의 면적을 구하여라. 

4. 1) PC 는 AABC 가 놓여있는 평면에 수직이고 ZA =90° 이다. 

점 D 는 AB 의 한 점이며 PA , PD , PB 가 평면 ABC 와 각각 60°, 
45°, 30ᄋ의 각을 이룬다. 이때 점 D 가 AB 의 가운데점 이 라는것을 
증명 하여 라. 

2) DE 丄평 면 ADC 이 고 EA , EB , EC 가 각각 평 면 ADC 와 이 루는 각 
이 30°, 45°, 60°이다. AB = BC =3 일 때 DE 의 길이를 구하여라. 

5. 평면의 거리가 인 두 점 A , 묘에서 서로 평행인 두 빗선을 긋되 그 
평면과 이루는 뾰족각이 a 가 되도록 하였다. 두 빗선의 평면에로의 
사영 거 리 가 스 라고 하면 두 빗 선사이 의 거 리 d 를 구하여 라. 

6. 평면 SAB 와 SAC , SBC 가 둘씩 서로 수직 이고 한 점 S 와 사권다. 
평면 P 와 이 3개 평면이 서로 사귀여 생긴 자름면을 AABC 라고 
한다. 점 S 를 지나 평면 P 에 수직선을 긋고 그 밑점을 O 라고 하면 
ASBC 의 면적 은 AABC 의 면적 과 AOBC 의 면적 의 비 례 가운데마 
디이 라는것 을 증명하여 라. 

7. 3각기둥 ABC - AiBiCi 에서 밑면은 변의 길이가 o 인 바른3각형이 
다. 또한 쇼쇼오와 AB , AC 가 이루는 각은 모두 60°이 고 AAa=AiB 

이다. 이 3각기둥의 옆면적을 구하여라. 

8. 바른3각를대 ABC — 에서 옆면과 아래밑면이 이루는 2면각은 

60ᄋ 이고 아래밑면의 변의 길 이는 10，겉면적은 6 CK ^ 일 때 웃밑 
면의 변의 길이를 구하여라. 

9. 빗 3각기둥 ABC - AiBiCi ^ 높이가 10 cm 이고 밑면은 변의 길이가 
4 cm 인 바른3각형이다. 4각룰 A — BCCiBi 의 체적을 구하여라. 

10. 4각률 S — ABCD 에서 ZDAB=ZABC = 90°, SA 丄평면 ABCD , 
SA = AB = BC — a , AD =2 a 이 다. 

1) SC 와 밑면 ABCD 가 사귀는 각을 구하여 라. 

2) 점 A 로부터 평면 SCD 까지의 거리를 구하여라. 

3) 직선 SD 와 AC 가 이루는 각을 구하여 라. 

4) 2면각 A — SD — C 의 크기를 구하여 라. 

11. 바른6각를 P — ABCDEF 에서 APCF 는 바른3각형 이 고 그의 면적 
은 S 이다. 이 각뿔의 겉면적을 구하여라. 

12. 3각틀의 밑면은 변의 길이가 13, 14, 15인 3각형이고 이 각률의 
세 옆모서리는 둘씩 서로 소이다. 이 3각뿔의 체적과 정점으로부 
터 밑면까지의 거리를 구하여라. 
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3) 자체시험문제 
一 선택문제 

1. 공간에서 3개 평면이 둘씩 서로 사권다. 그것들은 ( ) 이다. 

A . 반드시 한 점에서 서로 사권다. 

B . 2개의 사귐선을 가지는것은 꼭 불가능하다. 

C . 반드시 한개의 직선에서 서로 사권다. 

D . 반드시 3개의 평행직선들과 사권다. 

2. 바른4각형의 한 변의 길이는 a 이고 한 변이 평면 보에 놓인다. 바 

른4각형 이 놓인 평면과 평면 보이 이루는 2면각의 크기는 a 이 다. 
바른4각형 의 평 면 M 에 로의 사영 의 면적 은 ( ) 이 다. 

A . a 2 cos 幻 r B . a 2 sin 公 C . a 2 sec a D . a 2 coseca 

3. AB 와 CD 는 어기는 두 선분이다. AC = BC , AD = BD 일 때 AB 와 

CD 가 사귀는 각은 ( ) 이 다. 

A . 90° B . 60° C . 30° D . 확정 할수 없 다. 

4. 직3각형에서 직각의 2등분선을 지나는 한 평면이 그 3각형이 놓여 

있는 평면과 각 a 를 이룬다. 이때 한 직각변과 그 평면이 이루는 
각은 ( ) 이다. 


A. 

45° 

B. 

arctan^ 

3 

C. 

arcsin - sm 公 

D. 

. 1 
arcsin —— cos 公 


5. M= {바른 4 각기둥}， N= {직 6 면체}， P= {직 4 각기둥}, {바른 6 면 

체 } 일 때 이 모임 들사이 의 관계 는 ( ) 이 다. 

A. Q=)M3N=)P B. QcMcNcP 

C. Q]NDM〕P D. QcNcMcP 

6. 평행 6 면체 ABCD-A^BiCLD: 에서 4 면체 사콰어的와 평행 6 면체의 

체적의 비는 ( ) 이다. 

A. 1 ： 3 B. 1 ： 4 C. 1 ： 6 D. 1 ： 8 

7. 바른 3 각뿔대 ABC — DEF 의 웃，아래밑면의 변의 길이의 비는 1:2 
이다. DC, DB, CB 를 맺고 3 개의 각뿔로 자를 때 V C _ DEF ， 

Ve - bcd ， V D _ ABC 의 비 는 ( ) 이 다. 

A. 1:2:4 B. 2:3:4 C. 1:3:4 D. 1:2:3 
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- 빈칸재우기문제 

8. 직6면체 ABCD ᅳ AiBiCiDi 에서 AB = 4 cm , AD = 3 cm , AAi = 2 cm 

일 때 AC 와 파다사이의 거리 = _ 

9. 평면밖의 한 점 D 로부터 평면에 수직선분 DA 와 빗선분 DB , DC 를 

그으면 DA = 公， ZBDA = ZCDA = 60° , ZBDC = ZBDC = 120° 
이다. 이때 BC = _ 

10. 2면각안의 한 점으로부터 2면각의 두 변까지의 거리가 각각 

a , 2 a 이 고 모서리까지의 거 리가 4 a 이 다. 이 2면각의 크기는 _ 

11. 직3각형 ABC 의 직각의 정점이 평면 보에 있고 빗변 BC 의 길이는 

a 이며 평면 M 에 평행이다. AB 와 AC 가 평면 M 과 사귀는 각이 
각각 a , 分일 때 BC 와 M 사이의 거리는 _ 

12. 평면 보에 선분 AB = a A 있다. AC 와 BD 는 평면의 두쪽의 선분 

인데 길이는 모두 스 이고 AC 는 M 에 수직이며 BD 는 AB 에 수직 
이 고 평 면 M 과는 30°의 각을 이 루고있 다. 두 점 C , D 사이 의 거 
리 는 _ 

13. 4각틀 P — ABCD 에서 PA 는 밑면에 수직이고 밑면은 한개의 직4각 

형이다. 이때 PA =4, AB = 3, AD =5 라고 하면 두 옆면 PAD 와 
PBC 가 이 루는 2면각은 _와 같다. 

14. 직6면체의 한 변，밑면의 대각선，높이와의 비가 8 : 7 : 3이고 겉 

면적이 808 cm 2 일 때 직6면체의 체적은 _와 같다. 

15. 밑면은 변의 길이가 5인 바른3각형모양의 3각기둥에서 한개의 옆 

모서 리와 밑면인 3각형의 두 변이 이루는 각은 모두 45°이고 옆 
모서리의 길이가 4라고 하면 3각기둥의 옆면적은 _ 

16. 3각률 P — ABC 에서 PA 丄 BC , PA = a , BC =/) 이고 EF 丄 PA , 

EF 丄 BC , EF=A 이면 3 각뿔의 체적은 _ 

- 해답문제 

17. 한 직선과 한 2면각의 두 평면이 사귈 때 두 사귐점으로부터 2면 
각의 공통모서리까지의 거 리가 서로 갈으면 이 직선과 두 평면의 
사귐각도 서 로 같다는것 을 증명하여 라. 

18. 공간4각형 ABCD 에서 AB 丄 CD , AD 丄 BC 일 때 

AB 2 + CD 2 = AC 2 + BD 2 = BC 2 + AD 2 
임 을 증명하여 라. 

19. 직6면체 ABCD - AiBiQDi 에서 AAi = AD =2, AB =3 이다. 점 E 
가 선분 AB 의 어느 위치에 있을 때 평면 AiDE 丄평면 BiCE 인가? 

20. 각룰의 밑면은 변의 길이가 36 cm , 20 cm 이고 면적이 36 cm 2 인 평 
행 4변형이 며 높이 는 12 cm 이 고 밑 면의 두 대 각선의 사귐점 을 지난 
다. 이 각룰의 옆면적을 구하여라. 
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21. 3 각률 A—BCD 에서 AB = AC = AD=BC = CD = 1, BD =^ 이다. 
D V A_BCD 를 구하여 라. 

2) 옆면 ACD 와 밑면 BCD 가 이루는 2면각의 크기를 구하여라. 


22. 3각률 V—ABC 에서 VA = VB = AC = BC , AB =2 a , ZAVB = 90° 
이고 D 는 AB 의 점이고 2면각 V^ABC 의 평면각은 30°이다. 

1) 평 면 VAB 丄 평 면 VDC 임 을 증명하여 라. D 

2) 3각률 V—ABC 의 체적을 구하여라. /K 

23. 평 면 ABC 丄평 면 BCD , ZCAB =90° ， BC X / \E 

= 2 AC = 8, AD 丄 BC 이 고 AD 와 평면 BCD B /. / ，，’ \ 

는 30° 의 각을 이룬다. \ J ᄎ A 

1) 2면각 A — CDB 의 크기 를 구하여 라. F \ 乂’ 

2) 3각를 A—BCD 의 체적을 구하여라. \[，入 

3) 어기는 두 직선 AB 와 CD 가 이루는 각 c 


을 구하여 라. 


그림 10—20 
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11. 백토르와 도령의 방정식 


1) 문제풀이방법 


례 1. 점 D, E, 표가 AABC 의 세 변의 가운데점 일 때 

AD + BE + CF =0 
임 을 증명하여 라. 

(g 명) AD = AC + CD, AD = AB + CD => 

2 AD = AC +AB + (CD + BD ) =CA + Ab ] 

2 BE = BA + BC , 2 CF = CA + CB 
2 (AD + BE + Cp ) = AC + AB + BA + BC + CB + CA 
AD + BE + CF =6 


각 


(그가 ᅀ ABC 의 무게 중심이 면 


AG + BG + CG = 6, GD + GE + GF 


례 2. D, 표가 ᅀ ABC 의 변 AB, BC 의 가운데점 이고 CD 를 연장하 
여 DM = CD 되는 점을 M, BE 를 연장하여 NE=BE 되는 점 
E 를 찍으면 m , A, N 은 한 직선에 놓인다는것을 증명하여라. 
(S 명) AAMC 에 서 D 는 MC 의 가운데점 이 므로 

2 AD = AM + AC 

점 D 가 AB 의 가운데 점 이 므로 AB = 2AD 
AB = AM + AC =5- 


”스 =c ! ᄂ us 

AN = AC - AB = BC j 


AM //AN = ，교과 

AM n AN = A 


M 은 한 직선에 놓인다. 


3)1 3. P( 3 cos 幻 r , 3 sin 公: ) , Q( 2 cos 多， 2sin 多 ) 가 주어 지 고 a g [0, 
In )， 6>e[0, 2;r) 일 때 0 의 값범위를 구하여라. 

(풀이) 조건으로부터 


OP 


) cos 公, 


3sina} , OQ = {2 cos 0, 2 sin 分} 


$ = -瓦 이므로 



a-b\ 


OQ 


< 

opi 


b 


로부터 


< 


OQ-OP 


< 


OQ 


OP 


PQ 


ai 4. 바른 3 각형 ABC 의 정점 A 에 대응하는 복소수는 2이고 그의 
중심에 대응하는 복소수는 1 + #/이 다. 이 3각형의 다른 두 

정점의 대응하는 복소수를 구하여 라. (그림 11一 1) 

(풀이) 그림에서 & 이다. 

g 에 대응하는 복소수는 


2 + 


1 + -V3/1 =1--V3/ 


V ^ y 
중심 G 와 바른3각형의 매 정점을 련 
결 하면 

ZAGB=ZBGC = ZCGA=120° 



그림 11-1 


또한 


GC 


GA 


GB 


GB = GA(cos 120° +/sinl20° 
즉 에 대응하는 복소수는 


1 — — V3z • (cos 120° + i sin 120°) = 스 + 으 J3i 

\ 3 ) 2 6 

같은 방법 으로 GC 에 대 응하는 복소수는 

1—— V3/ - (cos (- 120°)+ /sin (- 120°)) = -一 

v 3 ) 2 

OB = OG + GB 이 므로 $에 대 응하는 복소수는 


S . 
- 1 


■ ~Si 


1 5 

- 1 - -1 

2 6 


:으 + 으、/굴 


마찬가지 로 


OC = OG + GC 
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이 므로 ᄅ 에 대 응하는 복소수는 -i + ᆻ 3 /이 다. 

2 2 

따라서 점 B 의 대응하는 복소수는 - + - V 3/^14. 

2 2 

례 5. ᅀ ABC 에서 

3 

cos A + cos B + cos C < — 

2 

임 을 증명하여 라. 

(풀이) AB 가 가장 짧은 변이 라고 하자. 

AC , BC 에서 점 P , Q 를 잡되 AP = BQ=AB 되 게 하면 

PQ = PA + AB + BQ 


- *2 ( -- -- - -\2 

PQ =(pa + ab + bqJ 


PA 2 + AB 2 + BQ 2 +2( pA-AB + AB-BQ + PA - Bq ) 


PA - AB ： 


PA 


AB 


cospr 


- A ): 


AB 


cos A 


AB-BQ 

PA-BQ 


―- 2 

= - AB cos B 
_. 2 

= - AB cos C 


PQ 2 =3 


-2 


AB 


(cos A + cos B + cos c)> 0 


cos A + cos B + cos C < — 


례 6. 어기는 두 직선 a , b 4 이루는 각은 6 1 이고 그의 공통수직 
선분 AB 의 길이는 d , 점 E , 표가 각각 직선 a , & 에 있고 
AE=m , BF=n 일 때 EF 의 길이를 구하여라. 


(풀이) 그림 11 — 2와 같이 AB , AE , BF , 


를 잠자. 





八 

AB 

= d , 

AE 

= m , 

BF 

= n 

人- 


AB 1 AE , Xi 丄§1? 이 므로 AE , 
g 가 이 루는 각은 0 또는 n -6 



그림 11-2 




례 7. 

( 풀이 ) 


례 8. 

(■[) 


EF 


EF = -AE + AB + BF 

2 — -2 ( ——- —— ► — A 2 
= EF =(-AE + AB + BFj 

AE 2 + AB 2 + BF 2 - 2AE • AB + 2AB • BF - 2AE • BF 
-2AE-BF 


AE 


AB 


EF 


、 jd 2 +m 2 + n 2 -2 mncosd IAE, BF 가 이루는 각이 0 일 때 


、 jd 2 + m 2 + n 2 +2 mncos 0 ( aE , BF 가 이루는 각이 7 t _0 일 때) 

두 벡토르 a = {2, 1, a \ b = {3 ? ；公， l} 이 주어졌다. 두 벡토 

르 P = a -\- 2^, Q = b - — aA 공선이 기 위 한 a , 의 값을 

2 

구하여 라. 

P = a + 26 = {2, 1, a}+2{3, P , l} 

= {2, 1, «}+{6, 2/3, 2} 

= {8, 1 + 2必, 2 + aj 


—- — 1 — 

Q — Z? — d 
2 


2, 


"4 


1 公 1 


P //Q 다 


8 1 + 2" a + 2 


2 




1- 


a 


... 


2 


a - 3/ +4) — 12조 의 길이와 방향코시누스 {cosa, cos， 公, cos,} 
및 a 방향의 단위 벡 토르 e a 를 구하여 라. 
a = 3/ + 4y • - \2 k 에 서 


+ 4 2 +(-12) 2 네巧 = 13 
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례 9. 

(풀이) 


례 10. 

(■이) 



X 

3 n 

Y 

4 

Y 

cos 公 = 

— 

- - —— , cos p = - 

— 

- = ——, cosr = - 

— 


公 

13 

公 

13 

公 


12 

B 


一 3/ + Aj -\ 2 k 3 r 4 ^ 12 7 

一 B 一 기 —# 


벡토르 a = i +k , 궁 = 2_/ —토 에 각각 수직이고 벡토르 

c = f + 2 j + 2 로에 관한 사영이 1로 되는 벡토르 /을 구하 
여라. 

/ ={ x , j , z } 라고 하면 

― ► ― ► ― ► -*• — ► —» — ► —» 

a 11 o a*b = 0 , 公丄 / o 公 •/=() 

에 의 하여 2개 의 관계 식 x + z = 0, 2;; — z = 0 이 얻 어 진다. 


사영 


c •/ 


x -\- 2 y -\- 2 z 

Vl 2 +2 2 +2 2 



즉 x + 2 y + 2 z = 3 


x + z = 0 
< 2 y — z = 0 
x-h 2 y + 2 z = 3 


을 풀면 에그, z 그 
2 4 2 



그 r + 句 스 

2 4 2 


세 점 A = g ( l , 2, 0), B =(3, 0. 3 )， C = (5, 2, 6) 을 정점 
으로 가지는 AABC 의 면적과 점 A 에서 그은 3각형의 높이 
를 구하여 라. 


AB = {2,-2, ，一 3}, AC = {4, 0, 6} 


S 


ᅀ ABC 


급 |M 



-2 

0 


k 

-3 

6 


= |-12 f -24} + 8 포 
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= 士、/ (-12) 2 +(-24)2+8 2 = 士 X 28 = 14 (면적 단위 ) 

1 ^ or 

S AABC = — BC • 八 = 14 이 므로 h = - 

AABC 오 BC 

그런데 BC = |{5-2, 2-0, 6 + 3} 卜、/3 2 +2 2 + 9 2 = V 94 


28 
~ V 94 


례 11. SC -5, -4, 8), A (2, 3, 1), B (4, 1, -2), C (6, 3, 7) 을 
정점들로 가지는 3 각룰 SABC 의 정점 S 에서 밑면 ABC 에 그 
은 높이를 구하여라. 


(■) V 3^4 V 6^r 


S 


ᅀ ABC 




ABxAC 


]_ J_ 

3*2 




ABxAC 


■h 


SA - SB-SC 


( SA - SB - SC ) 


ABxAC 


그런데 SA ={7, 7, 一 7}, SB = {9, 5, —10}, SC = {11, 
7, 一 1}, AB ={2, -2, g -3}, AC ={4, 0, 6} 이므로 


7 7-7 

9 5 -10 


(SA-SB-Sc)_ 

11 7 -1 

89 _ 89 


ABxAC 


i j k 

V 688 4 V 43 


2 -2 -3 
4 0 6 


례 12. 점 (0， —1) 을 지나는 직선 / 을 평행인 두 직선 
사 : 2 x + - 6 = 0 과 / 2 : + 2기 - 5 = 0 이 끊어 내 는 선분 

의 길이는 Z 이다. 직선 /의 방정식을 구하여라. 

2 
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(풀이) 그림 11一3에서 두 평행직선 


/” / 2 사이의 거리 


sin 分 


d - 

7 V 5 

][ 

7 

2 


6 — 


7a/5 


■'厂5 


tan 多 


/의 경사도가 소라고 하면 
k + 2 


1-2 足 



-^- = ±-, k x 소，는 존재하지 않는다. 

1-2 소 2 1 4 2 

/의 방정식은 x = 0 또는 3 x + 4 j ； + 4 = 0 

례 13. 직선 /:2 ;c + _y — 1 = 0 이 AABC 에서 아낙각 C 의 2등분선 

이고 A ( l , 2), B ( —1, 一 1) 일 때 점 C ( x , 少)를 구하여라. 

(풀이) 직선 I ， AC , BC 의 경사도를 각각 k , 외,、이라고 하면 


k — _2， k ' 


少-2 
x-l 




J + 1 

X + 1 


/이 ZC 의 2등분선이므로 


- 2 - 


少+ 1 少一2 


X + 1 


x-l 


+ 2 


■2 - 


V + 1 

X + 1 


_- 2 _ 


少-2 

x-l 


(*) 


방정식 2 x + j - l = 0^|- 식 (*) 로부터 


13 31 

x =-, y = — 

5 5 

( 13 3广1 

따라서 c 의 자리표는 一一— 이다. 

I 5 5； 

례 14. 직선 /:jc + j ； = 0 과 점 A (4, 2), B (0, 2) 가 주어졌다. 

1) 점 C 가 / 에 있을 때 | ac | + | bc | 의 최소값을 구하고 점 
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C 를 구하여 라. 

2) 점 D 가 / 에 있을 때 | ad | 시 bd | 의 최 대 값을 구하고 점 
D 를 구하여 라. 

3) 점 표가 /에 있을 때 ZAEB 의 최대값을 구하고 점 표를 
구하여 라. 

(풀이) 1) 점 묘의 직선 /에 관한 대 칭점 B ' 의 자리표는 0) 

AB ' 와 / 과의 사귐점 을 C 라고 하면 

IacI + IbcI = IacI + | b ， c | 


점 A , C , B ' 가 한 직 선에 있으므로 | AB '| 가 최소값으로 
된 다. 

쇼와의 방정식은 

n 2 - 0 ^ 시义 12 

V _ 0 —- (x + 2) v = — x H — 

4+2 v 7 3 3 


J = 3 X+ 3 
x -\- y = 0 


X = ~r y= 2 


즉 C 


2 ? 2 


| AC | + | BC | = | AB'I =、/(4 + 2) 2 +(2 + 0) 2 = 2^10 

2) 점 A , B , D 가 한 직선에 놓이지 않을 때 A , B , D 는 
3각형을 이룬다. 

IadI - IbdI < IabI = 4 


| A 이시 B 이 의 최 대 값을 취 하면 A , B , D 는 한 직 선에 놓 
인다. 

AB 의 방정식은 y = 2 , ' + 7 = 0 에 갈아넣으면 x -2 
따라서 점 D 의 자리표는 (一 2 ， 2 ) 


3) | ae | 2 시: BE | 2 시 AB | 2 = 

= (x _ 4) 2 + (y _ 2) 2 + x 2 + ( 少 - 2) 2 - 4 2 
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= 2x 2 + 2y 2 - 8x - 8_y + 8 
= 2x 2 - 2( - x) 2 - 8x - 8 ( 一 ^)+8 
= 4x 2 + 8 > 0 


AE 

2 + 

BE 

2 

AB 

2 


2AB- 

BE 



cosZAEB : 


로부터 ZAEB 는 뾰족각 혹은 0이 다. (*) 

ZAEB= 分라고 하고 AE, BE 의 방향곁 수를 k x , 足 2 라고 
하면 

_少 一 2 i _少 一 2 


— « r 

x + 4 

x + 0 


少一 2 y-2 

k:2 — k\ 

x x + 4 

1 + k-2 

1+ t 보 

x{x - 4) 


-4) 나 8 

x 2 + V 2 +4 -4 x -4 y 
j = -x 를 웃 식 에 갈아 넣 으면 

tan6»= 2 ^ + 2 ) =k 
x 2 +2 

(*) 을 리용하면 

2( 义 + 2) _, : 

x 2 +2 

kx 2 -2 x + 2 k -4 = 0 (**) 

足농 0 일 때 방정 식 (**) 은 풀이 를 가전다. 

D = ( - 2) 2 — 4 k (2 k _ 4) = _4(2 소 2 - Ak -\)>0 

2 k 2 — 4 灰一 1<0 

0)U(0, 1 + f ] 
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이로부터 소의 최대값이 1+ᅭ일 때 방정식 (**) 에 갈 

2 

아넣으면 이 방정식은 겹풀이 x = 兵 一 2를 가진다. 

E 의 자리 표는 (。[금-， — G \/ 공 — 2)) 이 고 


tanZAEB = 



V6 

~ 


즉 ZAEB 의 최 대 값은 arctan ( 1 + 


V6 

~Y 


) 이 다. 


례 15. 점 M ( — , 1 )4 - 지 나며 두 평행 직선 ;c + 2_ y-l = 0 과 
3 - 

;c + 2_ y -3 = 0 을 끊어 내는 선분의 가운데점 이 반드시 

;c 一 j-l = 0 에 있게 되는 직선의 방정식을 구하여라. 

(풀이) 점 M 을 지나는 직선 /이 두 평행직선을 끊어내는 선분 AB 

의 가운데점 을 P 라고 하면 P 는 반드시 x + 2 j -2 = 0 에 있 

게 된다. 


조건으로부터 모는 x - j-l = 0 에 있으므로 점 P 의 자리표는 
| x - j-l = 0 
|^x + 2,y - 2 = 0 
( 4 1、1 

을 만족한다. 즉 P 

U 3) 

점 P 와 M 을 지나는 직선 /의 방정식은 



10 4_10 

T 3 "T 


... 3 x — 9 y — 1 = 0 

례 16. 둘레의 길이가 10인 APBC 에서 BC 의 길이는 4이다. P 가 
움직 이는 자리 길 의 방정 식 을 구하여 라. 

(풀이) 직 각자리 표계 에 서 B (-：2, 0)， C (2, 0) 라고 하자. 

PB + PC = 6 

즉 움직 이는 점 P 로부터 두 정점 B , C 까지의 거 리의 합은 
6과 갈으므로 P 의 자리길은 타원이다. 
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2 a = 6, a = 3, c = 2 
b 2 =9-4 = 5 


2 2 

느 + 스 = 1 
9 5 

2 2 

례 17. 타원 느 + 스 = 1에서 한 점을 정하되 직선 
4 7 

/: 3 x -2 j -16 = 0 까지 의 거 리 가 가장 짧게 하여 라. 그리 
고 이 거리를 구하여라. 

(풀이) 직 선의 방향곁수는 ^■ 이 고 방향곁수가 2인 타원의 접 선의 

2 2 

방정 식(그림 11一 4) 은 


•厂 베| 


y = - x -4 
2 

2 2 
x y , 

I 4 7 



그림 11-4 


x : 


2 ᅳ 


구하려는 점은 
’3 7' 


少 = 

3 

2 ' 


7 

4 

7' 

4 


점 


2 4 


로부터 /까지의 가장 짧은 거리는 


2 


■2 


7 

4 


-16 


8Vl3 


Vl 3 13 

례 18. 점 A ( l , 2)， B (3, 4) 를 지나며 ;c 축을 끊어 내 는 활줄의 길 
이 가 6인 원의 방정식을 구하여 라. 

(풀이) jc 2 + j 2 + D_x + Ej + F = 0 이라고 하면 
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Jl 2 +2 2 + D + 2 E + F = 0 
[3 2 + 4 2 + 3 D + 4 E + F = 0 
JD + 2 E + F = - 5 ① 

[3 D + 4 E + F = -25 ② 

j = 0 이면 원의 방정식은 x 2 + Dx + F = 0 
이 방정 식의 두 풀이를 지, 사 라고 하면 
x Y - x 2 = -D , x Y x 2 = F 
원이 : c 축과 ( x 1? o ), ( x 2 , 0) 에서 사귀므로 
|^i ~ x 2 \ = b 

우의 량변을 2제곱하면 

x \ - 2 xjX 2 + =36 

( x ； + x 2 ) 2 - 4 x ； x 2 = 36 

D 2 -4 F 2 =36 ③ 

식 ①，②, ③으로부터 

Di = 12, Ei = -22, Fi =27 
D 2 =-8, E 2 = -3, F 2 = 7 
따라서 구하려는 원의 방정식은 
x 2 + y 2 + I 2 x — 22 y + 27 = 0 또는 

x ~ + y 2 — 8 x — 2 y + 7 = 0 
례 19. 직선 I ' : 4 x + 3 v -12 = 0, 

/ 2 : 3뇨 一2 少一2 = 0 이 주어졌다. k 
가 어떤 값을 취할 때 가과 l 2 , ；c 축， 

축으로 둘러싸인 4각형 이 한개의 외 
접원을 가지 겠는가? 그 원의 방정 식 
을 구하여 라. (그림 11 一 5) 

(풀이) 직선 가 이 두 자리표축과의 사귐점은 —— 
B (3, 0), C (0, 4) 이다. 

직 선 / 2 는 점 (0， 一 1) 을 지 나며 이 때 
；c 축과 사귀는 점 을 A 라고 하자. 

가 丄 사일 때 4각형 OADC 는 외 접 원을 



그림 11-5 
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가진다. 그리 고 AC 는 직경 으로 된다. 

/, •/ 2 = -1 이 므로 

- U-i ，卜-느 

3 2 2 

/ 2 의 방정식은 |；c —2 _y — 2 = 0 즉 3 x -4 y -4 = 0 

(4 

점 A 의 자리표는 一, 0 
v 3 ) 

AC 의 가운데 점 을 0' 라고 하면 


0 : 


- + 0 


2 


AC = 

따라서 원의 반경은 


4 


i 스무 -， 

4VlO 


+ 4 2 

2VlO 


따라서 구하려는 원의 방정식은 


( 2、 2 

X - 


•(> 卜 2 ) 2 


40 

~9 


례 20. 원 ( jc - a ) 2 + j 2 =1 과 포물선 / =2 ;c 가 서로 사귈 때 사 
귐 점밖의 접 선이 서 로 수직 이 되 는 a 의 값을 구하여 라. 
(풀이) 원과 포물선의 사귐 점 을 A(x 0 , 7 0 )이 라고 하자. 

포물선 j 2 =2 x 의 (사, 기ᄆ)밖에서 접선의 방정 식은 


y 0 y = x + x 0 

이 접선은 이 점 에서 그은 원의 접선과 수직이므로 이 접선 
은 반드시 중심 0:(0, 0) 을 지난다. 

... x 0 = x 0 4- a 즉 x 0 = -a 

즉 A 의 자리표는 (— a , y 0 ) 

jjo = -2 次 

\{- a - a ) 2 +yl 
. . Act 2 — 2 ci — 1 — 0 



. 1± a /5 

■ . 公 = - 

4 

l-VJ 

方〉0이므로 a < 0, a = - 

4 

례 21. 점 M 0 (2, —3, 5) 를 지나며 두 평면 2x + y-2z + \ = 0 , 
jc + j + z-5 = 0 의 사귐선에 수직인 평면의 방정식을 구 
하여 라. 

(풀이) 점 M 0 (2, 一 3, 5) 를 지나는 평면의 방정식은 

A (x - 2) + B (v + 3) + C (z - 5) = 0 ① 

평 면 ①은 주어 진 두 평 면과 각각 수직이 므로 
f 2 -A + l-B + (-2 )-C = 0 

\ 、 ' =>A = 3 B , B = -4 C ② 

[ l-A + l-B + l-C = 0 _ 

식 ②를 식 ①에 넣으면 

3( x -2)-4 (v + 3) + ( z -5) = 0 
... 3 x — 4y + z _ 23 — 0 

례 22. 점 M 0 (2, -3, 1) 을 지 나며 두 벡 토르 a = {-3, 2, - l }, 
^ = {1, 2, 와에 평행인 평면의 방정식을 구하여라. 
i j k 

(SO I ) qx b — — 3 2 -1 = |8, 8, — 8} 

1 2 3 

구하려 는 평 면의 방정 식 은 점 M 0 (2, 一 3, 1) 을 지나며 

ax 궁 에 수직이므로 

8( x -2)+8 (y + 3)_8( z - l )=0 
즉 x+y-z+2 =0 

례 23. 점 Mo ( l , 一 3， 5) 를 지나며 두 평면 3x-y + 2z-7 = 0 f 
jc + 3 j ； — 2 z + 3 = 0 의 사귐선에 평행인 직선의 방정식을 구 
하여 라. 

(풀이) 평면 3ᄌ一 7 + 2 z -7 = 0 의 법선벡토르는 n u = {3, -1, 2} , 
평면 ;c + 3_ y -2 z + 3 = 0 의 법선벡 토르는 이 2 = { l , 3, -2} 이 
므로 이 두 평면의 사귐선방향의 벡토르 厂은 
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一 i j k 

1 = n n x n n = 3 — 1 2 = —4/ + 8 j ’ +10 足 

1 3 -2 

따라서 점 Mo ( l , —3, 5) 를 지 나며 I = {- 4, 8, 10} 에 평 행 

, ^ x — 1 v + 3 z — 5 , , — 

인 직선은 -=-=-이다. 즉 

-4 8 10 

x 一 1 )나~3 z 一 5 

4 一 

레 24. 두 직선 

/ . x -\-3 _ y -5 _ z 

,i • = ~ 一 

2 3 1 

/ x -10 _j + 7 _z 

. 一 一 

5 4 1 

와 사귀며 직선 

j x + 2 y 一 1 z 一 3 

3 8 7 1 

에 평행인 직선의 방정식을 구하여라. 

(풀이) 직선 가을 지 나면서 / 3 에 평행 인 평면 Mi 을 구하고 그 방 
정식을 + 少 "hCp + Di = 0이라고 하자. 

또한 / 2 을 지나고 / 3 에 평행 인 평면 M 2 의 방정식을 A 2 x + 
B 2 少+어 z + D 2 = 0 이 라고 하면 l x , / 2 와 사귀 면서 / 3 에 평 
행인 직선의 방정식은 평면 M 1? M 2 의 사귐선 
jA^x + B^^y + 0 -^z + D ^ = 0 
+ 묘요기 +〔느: + D2 ~ 0 

이 다. 이것을 구하면 가을 지 나고 / 3 에 평행 인 평면 Mi 은 
x +3 y -5 z 
2 3 1=0 

8 7 1 

또는 2 x — + 5 z + 21 = 0 

직선 / 2 를 지 나면서 / 3 에 평행 인 평면 M 2 는 
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x -10 y + 1 z 
5 4 1=0 

8 7 1 


또는 x-y - z -\1 - 0 
따라서 구하려는 직선은 

j 2 x — 3 y + 5 z + 21 = 0 
[ x - j ；- z -17 = 0 

{ jq — + 3 = 0 

' _ 에 놓이면서 두 평면 3 x + 3 z -5 = 0, 

4 x - y = 6 

;c + 4 j + z = l 까지의 거리가 같은 점을 구하여라. 

(풀이) 주어 진 직 선을 보조변수의 방정 식 으로 표시하면 
x = \ + t , y = At -2, z = 4 + t 

이 직선의 점 (1 + 八 삯一2, 4 + 0 로부터 매개 평면까지의 
거리가 같아야 하므로 


10 + 65 


18卜 4 

V 8 


18 


，를 구하면 (10 + 6^) 2 = (18^-4) 2 


1、 U - 


7 

6 


이 값을 보조변수방정식에 넣 어 구하려는 점 


Mo 

을 얻는다. 


국 , 3 T , 


, Mi 


13 8 3\ 
~6 , 3 ； ~6 


X — 7 V-h2 Z — 1 

례 26. 직선 /:- 一一- = ^- 一 = —— 과 평면 公: ; c -2 j + z = 6 이 
-2 14 • 

있다. 이 직선을 축으로 하는 반경 24궁 인 원기둥을 평면 
a 로 자르는 경 우 그의 잘라진 자리 를 표시하는 직 선의 방 
정 식 을 구하여 라. 

(풀이) 직선 / 의 방향벡 토르 {-2, 1, 4ᅮ 와 평면 公 의 법선벡 토르 
{1, -2, 1} 의 스칼라적 이 
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(-2 )xl + lx (-2) + 4 xl = 0 
이므로 /과 a 는 평행이다. 

점 (7, -2, 1) 을 지 나고 / 에 수직 인 평 면을 乂 라고 하면 
«'의 방정식은 

- 2( jc -7) + ( 少- 2)+4( z -1) = 0 
즉 - 2ᄌ + 7 + 4 z = -12 

이 평면 a ' 와 a 와의 사귐선에 있는 점 (7, —2, 1) 에서의 
거 리 가 2 、B 인 점 을 a , 氏 c 라고 하면 


- 2 a-\-b-\- 4 c = -12 
< a- 2 b-\-c -6 

( a -7) 2 +{b + 2) 2 +( c - l ) 2 =20 
이 식을 풀면 (a, b, c ) = (9, 2, 1) 또는 (3, -2,-1) 

구하려는 직선은 우의 두 점을 지나며 직선 / 에 평행 인 직 


선 


x -9 少一2 
-2 _ 1 


z -1 

~T~ 


과 


d = z ± i = ^_ 이다 
-2 1 4 


례 27. 타원면 i + ^ + ^ — = 1과 평면 ;c + 4 z -4 = 0 과의 사귐 
16 4 1 

선을 자리표평 면 Ojcj 에 사영 한 곡선을 구하여 라. 

(풀이) 평면의 방정식 에서 z 를 구하면 

4 -x 

z =- 

4 

이것을 긴원의 방정식에 갈아넣으면 



16 4 ^ 4； 


-1 = 0 


이것은 z 축에 평행 인 기둥면이 다. 


따라서 이 기둥면과 Oxj 평면 즉 z = 0 과의 사귐선 
I x 2 + 2 i 广 — 4 x = 0 

iz = 0 ' 

이 구하려는 곡선이다. 




2) 련습문제 
- 선택문제 

1. 점 A , B 의 자리표가 각각 (2，一2)， (4, 3) 이다. 벡토르 多가 
[ 2 k - I , 가이고 P //豆豆일 때 소의 값은 (: ) 이다. 


A . 


9 


B . 


_9_ 


C . 


19 

10 


2. n = { a , 公[ 이 고 ■ «. 과 m 는 수직 이 며 




n 

— 


A . {公, 


B . {公， 


C . 


b ] 또는 


D . 

m 

b] 


19 

To 

일 때 m 는 ( 


)이다. 


또는 公， 


{次， - b ] D . \ b , 

3. 령 아닌 벡토르 a , €가 서로 수직 이면서 다음의 식들가운데서 반드 
시 성립하는것은 ( 


A . a+b = a-b 

C . [a + S )- { a - b \ = 

4. 다음의 같기식 
1) a-a = 0 

4) [a - S ) = a 2 •公 2 


) 이다. 

I-*- - 

시 

B . 

次 + 6| : 

D . 

a +公 

2) ( 

1 

- 

― 다 

= 0 

5) 

a ' b \ 

= 


a-b 

fa+SUa-S) 


土 


3) 0 幻 ^ = 0 

\ b \ 


들가운데 서 정 확한 개 수는 ( ) 이 다. 

A. 0개 B. 1개 C. 2개 D. 적어도 2개 

- 해답문제 

5. 세 점 A ( —3， 一 7， 一 5)， B(0, —1， 一 2)， C(2, 3， 0) 은 한 직선 
에 있는가? 

6. a = { 0 , 0, -2}, b = { 9 , -7, 5}, c = {3, 1, 2} 일 때 벡토르 
3次一2용 + 5c 의 길이를 구하여라. 

7. 원점에 있는 질점에 두 힘 쭉 = {1，- 1,1}, ^ = { 2 ，1， 3 }이 작용 
하여 직선에 따라 점 A(2, 一 1， 一 1) 까지 이동하였다고 할 때 수 
행된 일을 구하여 라. 

8. 三, 는 단위 벡 토르들이 고 그사이 의 각은 60° 일 때 

a = p + 2 q , b = 2 p + q 
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를 두 변으로 가지 는 평 행4변형 의 면적 을 구하여 라. 

9. a = {3, -1, 2}, S = { l , 2, _ l } 일 때 벡토르적 (2 금一하•유+ 2하를 
구하여 라. 

10. 네 점 S ( l , 1, 2), A (2, 3, -1), B (2, 一2, 4), C (一 1, 1, 3) 
을 정점으로 하는 4면체 S — ABC 의 체적을 구하여라. 

11. 직2등변3각형 ABC 의 빗변이 놓이는 직선의 방정식이 3 x-y + 2 = 0 

이다. 직각의 정점 A 는 1ᅮ 일 때 두 직각변이 놓이는 직선 

의 방정식을 구하고 그의 면적을 구하여라. 

12. 세 직선 x -2 y-l = 0, 2 x + Ay -3 = 0, 3 kx + 4 y -5 = 0 이 한 점 

에서 사권다. 이때 소의 값을 구하여 라. 

13. 두 점 A (4, 1), B (6, — 3) 이 주어졌다. x 축에 한 점 P 를 정하되 
AP 2 + BP 2 이 최소로 되도록 하여라. 

14. D , E , 도는 각각 AABC 의 세 변 BC , CA , AB 의 내 분점 이 고 비 
값은 모두 2(〉 0) 이 다. AABC 와 ADEF 는 서 로 같은 무게 중심 
을 가진 다는것 을 증명 하여 라. 

15. 원점과 점 M ( l , 3) 을 각각 지나는 두 평행직선사이의 거리가 V 5 
이 다. 이 직선들의 방정식을 구하여 라. 

16. 점 (3, 1) 을 지나는 한 직선이 두 평행직선 x + 2 j —1 = 0 과 
•X + 2_ y -3 = 0 을 잘라낸 선분의 가운데 점 이 직선 x — 少一1 = 0 에 
놓인다. 이 직선의 방정식을 구하여 라. 

17. 주어진 점 A (8, 6) 을 지나는 4개 직선이 있고 그것들이 차례로 이 
루는 각의 비가 1:2:3:4이다. 두번째 직선의 방정식이 3;(: -4 少 = 0 일 
때 나머지 세 직선의 방정식을 구하여 라. 

2 

18. 소 가 어 떤 값을 취 할 때 포물선 j = x 2 + A : 와 + J 2 = 1 이 4개 

의 서로 다른 사귐점을 가지는가? 이때 네 점은 한 원둘레에 놓인 
다는것 을 증명 하여 라. 

19. 쌍곡선이 점 P (2，3上) 를 지 나며 그의 점 근선이 少 = ±|ᄌ 이 다. 
쌍곡선의 방정식을 구하여 라. 

20. z 1? z 2 는 복소수평면의 두개의 점 이고 시 = 2 2 / + 3 이 다. z 2 가 곡 
선 | z — 5 |-|z + 5 | = 6 을 따라 움직일 때 복소수평면의 직각자리표 
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계에서 々의 자리길의 방정식을 구하여라. 

2 2 

21. 타원 어 : 즈丁 +斗 = 1 의 초점은 Fi , F 2 이고 포물선 

a 公 

C 2 : / =2 px (夕〉0)의 초점은 F 2 이다. 곡선 Cl 어가 점 M 에 
서 사권다면 (jc 축의 웃쪽에서) cosZMFi 。• cosZMFzh 의 값을 
구하여 라. 

22. 점 M 0 ( l , 0, 2), A (4, 6, 一 3), B (2, 6, 一 1) 이 주어 졌 다. 

1) 점 Mo 을 지나며 에 수직 인 평 면의 방정 식 을 구하여 라. 

2) 점 묘를 지나며 $ 에 수직 인 평 면의 방정 식 을 구하여 라. 

23. 평면 ;c + 2_ y -3 z + 2 = 0 과 자리표평면들로 둘러싸인 4면체의 체 
적 을 구하여 라. 

24. 3각형의 세 정점 A ( l , 一2, 一4)， B (8, 1，一 3), C (5, 1, 一 7) 
이 주어졌 다. 정 점 묘에 서 맞은변에 그은 높이 의 방정 식 을 구하 
여 라. 

25. 중심이 (1, 一 2, 4) 이고 평면 2; c - 少 + 2 z — 3 = 0 에 닿는 구면의 
방정 식을 구하여 라. 

3) 자체시험문제 
- 선택문제 

1. 두개 의 령 아닌 벡 토르 a , 궁 가 a 七 b = a -b 를 만족하면 다음의 

식 들가운데 서 성 립 하는것 은 ( ) 이 다. 

A . a -b = 0 B . a -b = a ■ b 

— ► — ► ― ► —*■ — ► —► — *■ —► — ► —► 

C . a.b = -a .b D . - a ， b < a . b < a-b 

2. 변의 길이가 1 인 바른3각형 ABC 에서 BC = a , CA = b , AB = c 

면 ab + bc+ca ^ ( )와 같다. 

3 3 

A . 一 B . - C . 0 D . 3 

2 2 

3. AABC 의 정점의 자리표가 A (3, 4), B ( —2，一1)， C (4, 5) 이다. 

점 D 는 변 BC 에 있고 S AABD = 丄 S AABC 이면 AD 의 길이는 ( ) 

이다. 3 
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n 

A . - V 2 B . 3 V 2 C . 2 V 2 D . V 2 
2 

4. 다음의 4 개 명제 

1) 두 직선이 평행이면 경사도는 서로 같다. 

2) 만일 두 직선이 서로 수직이면 그 경사도의 적은 반드시 ᅮ1이다. 

3) 점 (1， 1) 을 지나며 축과 30° 의 각을 이 루는 직 선의 방정 식 은 

少 -1 V 3 , , 

^—— = —— 이다. 
x -1 3 

4) ;c 축에 수직 인 직선은 반드시 축과 평행 이 다. 

가운데서 참명제의 개수는 ( ) 이다. 

A . 0 B . 1 C . 2 D . 4 

5. 두 자리표축까지의 거리가 서로 같은 점 ( x , 구의 모임은 ( ) 이다. 

A . {( x , v)|x -y = 0, x , jeR } 

B . {( x , v)|x + _y = 0, x , j eR } 

C . {( x , v )| x 2 - y 2 =0, x , jeR } 

D . {( x , v )| x -y = 0, x + y = 0, x , jeR } 

6. 직선 jc + j = 0 에 관한 점 ( a , 스)의 대 칭점의 자리표는 ( )이 다. 

A . (公, - b 、 B . ( -公, fl ) C . (公, -스) D . ( - b , - ci ) 

7. 점 Pi (-2, 4), P 2 (5, 3) 이 주어 졌 다. 점 모는 Pih 의 연장선에 있 

고 匕匕卜 2 | P 2 P | 일 때 점 P 의 자리표는 ( ) 이 다. 

ᄉ 18 10、、 

A . B . (9, 5) C . (12, 2) D . (-10, 2) 

V 3 3 ) 

8. 쌍곡선의 두 기 준선사이거 리 가 그의 모임점거리의 절반과 같다면 

쌍곡선의 러 심 률은 ( ) 이 다. 

A . V 2 B . 2 C . 1 D . A , B , C 가 다 옳지 않다. 

9. 4개의 점 (2, m ), (4, 1), (5, 3 + 接)， (6, 3) 이 한 원둘레에 놓 

이 면 m 의 값범 위 는 ( ) 이 다. 

A . 1 B . 3 C . 5 D . 7 

10. 포물선 j = ; c 2 —Ax + 2 와 x 축이 늘 공통점을 가진다면 A ： 가취할 

수 있는 값범위는 ( ) 이다. _ ᅲ 

A . k >2、 反 B . -2 yf 2 < k <2 y [2 
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C . (-00, -2 V 2) U [2 V 2, +oo) D . (-00, -2々) U (2 a / I , +oo) 

- 빈칸재우기문제 

11. 령 아닌 벡 토르 a , 6 가 a = b = a + b 를 만족시 키 면 a 와 a +용 

의 사이각은 _ 

12. a = {3, - 2}, b = {-4, — 3}, r = {- 5, 2} 이 고 r = 2 a + b - 3 c 이 면 


13. 공간에 서 세 점 A , B , C 의 자리표가 각각 (0, 0, 2), (2, 2, 0)， 

( — 2, -4, 一2) 이다. 점 P 가 0사 평면에 있고 PA 丄 AB , PA 丄 
AC 이면 점 모의 자리표는 _ 

14. 포물선 j 2 =16 jc 의 한 점 P 로부터 jc 축까지의 거리가 12이고 초 

점이 F 일 때 | AB |= _ 

15. 포물선 j 2 =4 x 의 점 M (4, 1) 을 지나는 한개 활줄 AB 를 그었을 
때 M 이 AB 의 가운데점으로 된다면 AB 가 놓이는 직선의 방정식 


- 해답문제 

16. 직6면체 ABCD — AiBiQDi 에서 | AD 卜 2, | AB | = 3 , | AA ! 卜 2, E 는 
BC 의 가운데점이다. 

1) 어기는 두 직선 ᅭ호와 AiE 가 이루는 각의 크기를 구하여라. 

2) DiF 丄 AC 되게 긋고 밑점을 표라고 할 때 !^의 자리표를 구하여라. 

17. m 이 어떤 값일 때 직선 (2 m 2 + m -3) bf + ( m 2 - m ) y -4 m + l = 0 이 

1) 少 축을 잘라내는 점의 少 자리표가 一1 인가?(少 단편이 一1인가.) 

2) x 축에 평 행 인가? 

3) 직선 2 ;c —3 j -5 = 0 에 평행인가? 

4) _ x -2 j + 6 = 0 과 이 루는 각이 arctan 3 인가? 

18. 직선 2;( + 3 _y + 3 = 0 이 주어졌을 때 

^/( x -2) 2 +( y -3) 2 >lS 

임 을 증명하여 라. 

19. 점 A ( —3， 2) 를 지나는 직선 /이 3 jc -4 少-1 = 0과 B 에서 사귀고 
3;( + 2 j -13 = 0 과 (그에서 사귀 며 점 A 가 선분 BC 의 가운데 점 이 
라고 할 때 이 직선 /의 방정식 을 구하여 라. 
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20. 1) 방정식 少 2 = 뇌-1의 그라■프를 그려라. 

n \ ᄀ ?:! 11 O rrl -7l- O ᄀ 히 T7 이 바•기 XI ᄋ- ~7 

y / 



스) 그 a 11 0그十 ^ — — L ^ r—o 성 여 e 1 

하여 라. 

1 



21. 방정 식 x 2 sina + j ； 2 cos ^ = 1 (a g [0, 7r]) 一1 

0 

1 

y 

X 

이 주어 졌 다. 이 때 서 로 다른 ^ 에 대 응하 
는 방정식 이 표시 하는 곡선을 그려 라. 

-1 




22. 타원의 중심 이 원점에 있고 초점 이 자리표축 그림 1] 一6 

에 있다. e = 0.8 이 고 한 준선의 방정 식 이 


이 타원에 내 접하는 가장 큰 직 4각형 의 면적 을 구하여 라. 

23. 곡선 |j + l| 2 =x + l 에 있는두 점이 직선 j = a 에 관하여 대칭일 
때 <3 의 범위 를 구하여 라. 

24. 평 행4변형의 두 변은 쌍곡선의 점근선에 있고 한 정점은 쌍곡선에 
있 다. 이 평 행 4변형 의 면적 은 상수이라는것 을 증명하여 라. 

25. 평면에서 직선 사은 점 A ( a , 0) 을 지 나면서 이동하고 직선 / 2 는 
점 B (- a , 0) 을 지나면서 이동한다. 이 두 직선이 점 C 에서 사귀 

며 ZACB=I 이 다. 이 때 AABC 의 무게 중심 G 의 자리 길 방정 식 

4 

을 구하고 그 자리길도형을 설명 하여 라. 

26. 방정식 2 _x + 3_ y -4 z + 20 = 0 을 주어진 점 M 0 ( x 0 , y 0 , 2 0 ) 을 지 
나는 평면의 방정식모양으로 표시하여라. 

27. 두 점 (2, -15, 1), (3, 1, 2) 를 지나며 평면 3 j (- 少一 4 z = 0 에 수 
직 인 평면의 방정 식을 구하여 라. 

28. 점 M 0 ( x 0 , j 0 , z 0 ) 을 지 나며 두 평면 

(3 x _ y + 2 z - 7 — 0 
+ 3 y - 2 z + 3 — 0 

의 사귐선에 평행인 직선의 방정식을 구하여라. 

29. 직 선 —一- - ——^ 파 평 면 6 ;c - + 2 z = 0 사이 의 각을 구하 

4 12 -3 " 

여라. 

30. 구면 2ᄌ 2 +2_ y 2 +2 z 2 -5_ y -8 = 0 의 중심과 반경을 구하여라. 
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12. 확률과 틍계 


1) 문제풀이방법 

례 1. 5개의 수자 1, 2, 3，4，5가운데서 임의로 3개 수자를 취하 
여 중복이 없는 3자리수를 만든다. 이때 얻어지는 수가 짝수 
일 확률을 구하여 라. 

(풀이) 중복이 없는 3자리수를 만들수 있는 사건의 총수는 

N=A 호 

얻어지는 수가 짝수일 사건의 수는 


P ( A ) 


K 

N 


K = A * . A 옹 
2 


A 


례 2. M ={1, 2, 3, …， 20} 이라고 하고 임의의 x , yeM ( x ^ y ) 
를 취하여 다음것을 구하여 라. 

1) jc + j 가 3의 배 수일 확률 

2) 가 3의 배수일 확률 

(풀이) Mo = {3, 6, 9, 12, 15, 18}, «(M 0 ) = 6 

Mi ={ l , 4, 7, 10, 13, 16, 19}, n ( M 1 )=7 
M 2 = {2, 5, 8, 11, 14, 17, 20}, n ( M 2 )=7 
라고 하면 M = M 0 UMiUM 2 


1) 


jc + j 가 3 의 배수일 사건을 A 라고 하면 임의의 한개 합 
+ J 의 가능한 기 본사건의 총수는 N = C 2 0 
•X + _y 가 3의 배수 ᄌ, 少 e Mo 혹은 x , j € Mi (또는 Mj 
x , y e M 2 ( 또는 Mi ) 


따라서 사건 A 의 기본사건수 K a = C ； 
K a _ Cg +Cy -Cy 32 
CL ~ 95 


+c* • c* 


P ( A ) = 


20 


2 ) 


jc - j 가 3 의 배수일 사건을 B 라고 하자. 

묘의 나머지사건 B 《 x.y 가 3의 배수가 아니 다.》를 고려 
하면 

N = C 20 

x-j 가 3의 배수가 아니 다 乞> x , j eM ! UM 2 
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■•- K § = Cf 4 

— r 2 qq 

... P ( B ) = l - P ( B ) = l -^ = — 

c 4 190 

례 3. 붉은 공 6 개와 푸른 공 5개 가 들어있는 통에서 임의 로 3개 
공을 꺼냈을 때 

1) 3개 공이 같은 색일 확률 

2) 3개 공가운데 서 두 공은 붉은색 , 한 공은 푸른색일 확률 

3) 3개 공가운데서 적 어도 한 공이 붉은색일 확률 
을 구하여 라. 

(풀이) 통에서 임의로 3개 공을 꺼내는 가능한 시행의 총수 

N = 다 

1) 《 임의 로 3개 공을 꺼 냈을 때 3개 공이 갈은 색일 사건》 
을 A , 《 임의 로 3개 공을 꺼 냈을 때 3개 공이 붉은색일 
사건》을 Ai , 《 임의 로 3개 공을 꺼 냈을 때 3개 공이 푸 
른색 일 사건〉〉을 A 2 라고 하면 

A = Ai + A 2 

즉 사과 A 2 는 배 반사건이 다. 

3 3 

P ( A )= P ( Ai )+ P ( A 2 ) = -%--% = — 

Cn c :1 

2) 〈〈임의로 3개 공을 꺼냈을 때 두 공이 붉은색，한 공이 
푸른색 일 사건〉〉을 B 라고 하면 


P ( B ) = 




3) 〈〈 임의로 3개 공을 꺼냈을 때 적 어도 한 공이 붉은색일 사 


건》을 C 라고 하면 C 는《임의로 3개 공을 꺼냈을 때 3 
개 공이 다 푸른색일 사건》을 표시한다. 

— ^ 1 

P ( C ) = l - P ( C ) = l -^ = — 

라 33 

례 4. 붉은 공 6개 와 흰 공 5개 가 들어 있는 통에서 임의 로 하나씩 
3개 공을 꺼낼 때 《붉》, 《흰》, 《붉》의 순서로 나올 확 
률을 구하여 라. 

(풀이) 통에서 임의로 하나씩 3개 공을 꺼낼 때 가능한 사건의 총 
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수는 N = A ^ 이 다. 

《하나씩 3개의 공을 꺼낼 때 순서가〈붉>, 〈흰〉，〈붉〉 
일 사건》을 A 라고 하면 사건 A 의 총수는 
K=A ； -A ； -A^ 


... P ( A ) 


K 

N 


쏘스 t 신 


5 

33 


례 5. 1 부터 200까지 번호가 적혀있는 카드가 있다. 그가운데서 
한장을 꺼낼 때 그 번호가 다음과 같을 확률을 구하여라. 

1) 3과 5의 배수일 확률 

2) 3 또는 5의 배수일 확률 

3) 3의 배 수이고 5의 배 수가 아닌 확률 

(풀이) 카드의 번호가 3，5의 배수인 사건을 각각 A , B 라고 하면 
n ( A ) =66, n ( B ) =40 

1) 3 과 5 의 배수인 사건은 AflB 이 다. 

은 15의 배수인 개수이므로 n ( AnB ) = 13 


P ( AnB ) = —— 

200 

2) 3 또는 5의 배수인 사건은 AUB 이므로 
P ( AUB )= P ( A )+ P ( B )- P ( AnB ) 


66 ^0一_13 _ 93 

200 200 200 ~200 


3) 3의 배수이고 5의 배수가 아닌 사건은 AAB 이므로 

P ( AnB )= P ( A )- P ( AnB ) = — ——— = — 

200 200 200 

례 6. 1) 5명의 생일이 5개의 서로 다른 달에 있을 확률을 구하여라. 

2) 5명의 생일이 2개 달에 있을 확률을 구하여라. 

(풀이) 5명의 생일이 12달에 있게 될 사건의 총수는 N =12 5 이다. 

1) 《5명의 생일이 5개의 서로 다른 달에 있는 사건》을 A 
라고 하면 A 의 기본사건수는 

K a =Ai 2 

P ( A ) = ^ = ^ f « 0.382 
N 12 5 

2) 《5명의 생일이 2개 달에 있을 사건〉〉을 B 라고 하면 B 의 
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기본사건수는 

K B = Cf 2 • (2 5 -2) 

P ( B ) = 즈^ = ° 12 ( 2 厂 2 ) 。 0.008 
N 12 5 


례 7. 사건 A , B 에 대하여 P ( A ) = -, P ( B ) = 丄， P ( AUB 네일 

3 4 5 


때 확률 P ( AUB ) 을 구하여라. 


(풀이) P(AUB)=P(AnB)=l - P(AflB) ⑷ 

한편 P ( A )+ P ( B ) 균 P ( AUB ) 이므로 A「IB 부0이다. 
따라서 ：?(쇼니리=1 3 (쇼)+1 3 (리一1 3 (쇼ᅵ18)로부터 


AHB = 


1 1 2 

- 1 - 

3 4 5 


11 

60 


식 (*) 로부터 P ( AUB ) = l - P ( AnB ) = — 

60 

례 8. 주사위를 6 번 던졌을 때 6 이 4 번이상 나올 확률을 구하여라. 

(풀이) 6 이 나올 확률은 -, 나오지 않을 확률은 -, 4 번 이 상 나올 

6 6 

사건은 6 이 4 번， 5 번， 6 번 나오는 사건들의 합이므로 



1 ，ᅵ 시】 

= —-( l 5 x 5 2 +6 x 5 + 1)= -= 0.009 

6 6 V ' 23328 

례 9. 학생 20 명의 수학학과성적 이 다음의 표와 같다. 


성적 

100 

95 

88 

84 

80 

78 

74 

68 

62 

58 

학생수 

1 

1 

2 

4 

2 

3 

2 

2 

2 

1 


이 때 학생 들의 수학성 적 의 평 균값，가운데값, 2제 곱편 차와 
표준편차를 구하여 라. 

(着이) jc = —-(100 + 95 + 88 x 2 + 84 x 4 + 80 x 2 
20 
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+ 78 x 3 + 74 x 2 + 68 x 2 + 62 x 2 + 58) =78.35 




^ = 1(80 + 78) = 79 

a 2 = — ■ (100 2 + 95 2 + 88 2 x 2 + 84 2 x 4 + 80 2 x 2 
20 

+ 78 2 x 3 + 74 2 x 2 + 68 2 x 2 + 62 2 x 2 + 58 2 ) -，/ 2 
= 113.3275 
< j = 10.65 

례 10. 학생 40명이 푼 수학문제수를 조사하였는데 다음과 같다. 

111 110 105 109 107 107 110 101 

104 107 111 103 103 109 106 108 

108 105 100 92 100 103 107 99 

91 108 110 114 100 108 104 112 

114 108 109 111 99 114 114 107 

1) 이가운데서 4 명의 학생들이 푼 문제수의 평균값, 2 제곱 
편 차，가운데 값을 구하여 라. 

2) 5 개 급으로 나누어 빈도률분포표를 만들어라. 

3) 빈도률기둥도표를 그려라. 

_ 1 40 

(풀이) 1) x = — V x = 106.2 

40 合 

1 40 _ 

cr 2 = — y ] x , 2 — x = 28.26 

T/l 


< = 107 


급 

빈도수 

빈도률 

[90, 95) 

2 

0.05 

[95,100) 

2 

0.05 

[100,105) 

9 

0.225 

[105, 110) 

16 

0.4 

[110, 115) 

11 

0.275 

총 

40 

1 


3) (그림 12 — 1) 
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2) 련습문제 

- 선택문제 

1. 다음 사건에서 정확히 표현한것은 ( ) 이 다. 

A . 3 log9fl2 = a 아 ^))은 확실한 사건이 다. 

B . 한 통에 10개의 같은 구가 있는데 각각 번호 1, 2, …, 10을 새 
겼다. 임의로 한개 잠을 때 A = {구의 번호가 짝수}， B = {구의 
번호가 3의 배수}라고 하면 A 와 B 는 배반사건이 다. 

C . 《 /( ᄌ) = ᄌ 2 -2ᄌ+ 2, e [2, + oo ) 의 최 소값은 1이 다.》는 불가 
능한 사건 이 다. 

D . « 함수 f { x ) 가 짝함수이 다. » 는《 함수 f { x ) 가 홀함수이 다. » 
의 나머지사건이다. 

2. 한가정에서 총각애와 처녀애가 태여날 가능성은 같다고 한다. 

P ： 《가정에 총각애 또는 처녀애가 있다.》 

Q : « 가정 에 기 껏 한명 의 처 녀 애 가 있 다. » 

라고 하고 이 가정에 3명의 아이가 있다면 사건 모와 Q 의 관 
계는 ( ) 이다. 

A . P 와 Q 는 배반사건 B . P 와 Q 는 독립사건 

C . 사건 모가 일 어 나면 Q 는 반드시 일 어난다. 

D . P 와 Q 는 서로 독립사건이 아니 다. 

3. 사건 Q 와 요가 서로 독립일 때 다음 식들에서 정확한것은 ( ) 이다. 

A . P ( Q ) = 1- P ( R ) B . P(Q • R )= P ( Q ) • P ( R ) 

C . P(Q + R )= P ( Q )+ P ( R ) D . P(Q - R )=0 

4. 한개의 두자리수를 선택할 때 그것 이 10의 배수일 확률은 ( ) 이 다. 


5. 4개 과목 수학，국어, 영어，물리학습장들가운데서 한권을 뽑을 때 
물리학습장이 뽑히 지 않을 확률은 ( ) 이 다. 
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A . 


B . 0 


C . 


D . 


4 43 

- 해답문제 

6 . 4 개의 붉은 공과 3개의 흰 공이 들어있는 함에서 임의의 공 3개를 
꺼낼 때 

1) 3개 가 다 붉은 공일 확률을 구하여 라. 

2 ) 2 개 가 붉은 공， 1 개 가 흰 공일 확률을 구하여 라. 

7. 수험 생 A ， B ， C 가 입 학하는 확률은 각각 i 이 다. 이 때 다음 

5 4 3 

확률을 각각 구하여 라. 

1 ) 세 명 이 다 합격하는 확률 

2 ) 두명 만 합격하는 확률 

3) 적 어도 한명 은 합격하는 확률 

8 . 3개의 서 로 다른 독립인 시 행 으로 일 어 나는 사건 A , B , C 가 있 다. 

A 가 일어날 확률은 丄 이고 A , B , C 가 모두 일어나는 확률은 i 이 
2 24 

다. 또한 A , B , C 가 다 일 어 나지 않을 확률은 i 이 다. 이때 사건 

4 

B , C 가 일어날 확률을 각각 구하여라. 

9. 앞뒤 가 구분되 여있는 원판을 3번 던질 때 앞면이 나타나는 회수 X 
의 확률분포를 구하여 라. 

10 . 주사위 를 60번 던질 때 웃면 에 1 이 나오는 회 수 표의 기 대값과 표 
준편차를 구하여라. 

11 . 어느 중학교 남학생들가운데서 임의로 선출된 81명의 몸무게의 평 
균값이 58.6 kg , 표준편차가 4.5 kg 일 때 이 학교 학생 들의 몸무게 
의 평 균값을 믿음도 95. 4%로 추정하여 라. 
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13. 도함수와 적분 


1) 문제풀이방법 

례 1. 다음 극한을 구하여 라 . 

{In - 5)(3n + 8) 


1) lim- 


6 + —— 

( 풀이 ) 1 ) 주어진 식 = lim- n n 


2) lim 
1 40 


5 " 


n 2 +7 »^2" +3 +5^* 


lim 6 + lim - lim 

«—>oo «—>00 n—>co 


40 


n->co 7 

i +4 


liml + lim 

n—>co n—>co 


7 


2) 주어 진 식 = lim- 


8- 


+ - 


ai 2. 극한을 구하여라 . 


1) lim(V^ +1 - yfn ). 4n 

n—>co 

2) lim C0S " 네 ( 0 < 6 <^ 

” cos ” 分 + sin ” 分 2 


3) lim 


■ + - 


i 




i 


( 풀이 ) 1) 주어진 식 = lim 

n—>co 


lim 


x 3 3x5 {In - \){2n +1) 

V^"(Vw +1 - V^") • (V n -\-\ + V 교 ") 


(Vw +1 + 4n) 
yfn 1 


lim- 


丄 ii 丄丄 - - . — — 1 丄효上丄 

00 (、/，，+ 1 +、/«) 나 00 


1 + -+1 
n 


K 


2) 아일 때 ᅯ〉—즉 예 


주어진 식 = lim 


1 - tan” 6 
1 + tan” 6 


n 


사니여에 001 다- 



증세일 때 s 一〉 C 0 내 네 L 


주어진 식 = lim ^ l ^ = -l 


00 cot " 分+ 1 


t . cos w 分 一 sin w 分 

lim -: 

n 」 찌 cos ” 分 + sin ” 6 


1 (0 < 分 < 


0 (0 


,71 


-1 (-<6< 


3) 〜 = l:(2”_l)(2n + l) = 2 


2 n — 1 2 n +1 


어진 식은 다음과 같이 변형된다. 


lim —. 

n—>co 2 


1 


,111 

1 - 1- h * * * H - 

3 3 5 (2 n - l )(2 n + l ) 


lim —. 

n—>co 2 


1 -- 


례 3. 극한을 구하여라. 


1) lim 


r 9、 2n 

1 + - 
n ) 


2 n + \) 


2) lim 


f X 2 


,x 2 


x 2 -l 


3) lim 


x 


(풀이) 1) 주어진 식 = lim 


1+ 프 

n 


lim 


나 、 2 


lim 1 + — 


2^2 


，卜 > c 〜 n 

V J 


2) 주어진 식 = lim 


x 2 -l + l 
x 2 -l 


lim 

■ X —>00 


1 + - 


x 2 - l . 


이므로 주 



x 2 - 1+1 


191 






192 



H 나 } 0 ( 化 0 ) 

= 작卞 (/ >>0) 

ᅳ 公 

HI 6. 7 = /(x) = 3x 2 -2_x 가 주어졌다. 

1) 도함수의 정의를 리용하여 /'(2)를 구하여 라. 

2) 곡선 기 = 3; 1 ： 2 —2; 1 ：의 x = 2 에서의 접선의 방정식을 구하 
여라. 

( 풀이 ) 1 ) / ， (2)=lim 쏘 

v y 位나 oAx 

_ Um [3(2 + Ax) 2 - 2(2 + Ax)]- (3 x 2 2 _ 2 x 2) 

Ax 거 •() AX 

= lim(5x2) = 10 

Ax^-0 ’ 

2) 义 = 2에서 j = 8 이고 기하학적의미로부터 义 = 2에서의 
접선의 방향곁수는 f { 2 ) = \0 

기 — 8 = 10(<x — 2) 

... 10x —j-12 = 0 

례 7. 다음 함수의 도함수를 구하여 라. 

1) y = 5 -4x 3 2) y = (x 2 -3x + 5) 5 

3) y = (2x + 5) 5 { lx 1 + 3x -1) 4) y = sin 3 x + cos 4 x 

(풀이) 1) y f = (5 -4x 3 ) =-(4x 3 ) = - I 2 x 2 

2) ，: = ((x 2 -3x + 5) 5 ) 

— 5()〔2 — 3 x + 5) ( x ^ — 3 x + 5) 

= 5 ( 2 x - 3)(x 2 -3x4 - 5) 4 

3) / = 5(2 jc + 5) 4 (2 jc + 5)’(2 jc 2 +3 jc -1)+ 

4 - { lx 2 +3x-l) ( 2 x + 5) 5 
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= 10(2 x + 5) 4 (2 x 2 +3 x - l ) + (4 x + 3)(2 x + 5)(2jc + 5) 4 
= (2x + 5) 4 (20x 2 +30x-10 + 8x 2 +20x + 6x + 15) 

= (2jc + 5) 4 (28jc 2 +56;c + 5) 

4) y r = ( sin 3 x + cos 4 x ) = ( sin 3 x ) + ( cos 4 x ) 

= 3 sin 2 xcosx + 4 cos 3 x (- sinx ) 


- sin 2x(3 sin x - 4 cos 2 



례 8. 점 (2, 0) 을 지 나며 곡선 j = _ jc 3 과 접 하는 직선의 방정식을 
구하여 라. 

(풀이) 점 (2， 0) 은 곡선에 놓이지 않으므로 접점을 ( x 0? 一 x ᅪ이라 
고 하면 접선의 방정식은 

y - ( _x o) = (- 3 너 )(x - x 0 ) 

접선이 (2， 0) 을 지나므로 

0 + Xq — —— 3xq (2 —— Xq ) — —— 6xq + 3xq 
- 6 xq + 2xl = 0 


Xq —- 0， Xq — 3 

곡선의 방정식으로부터 jco 부0이므로 

x o =3 ， Jo = -27 

k = -3 x 3 2 =-27 
... 27 x + y — 54 = 0 

례 9. 함수 j = jc 3 -3 jc 2 -9 ;c + l 의 증가구간，감소구간을 구하여 라. 
( S 0[) y ' = 3 x 2 - 6 x -9 = 3( x 2 -2 x -3)= 3 (x + l )( x - 3) 

(x + l)(x - 3) < 0 즉 -1 < x < 3 (감소구간) 

(x + l)(x - 3) > 0 즉 x <—1 혹은 x 〉3( 증가구간) 

3(1 10. 함수 v = 4 x 3 + ax 2 +bx + 5 A ᄌ = i 과 ᄌ = -l 에서 극값을 

2 

가진 다. 

1) 함수의 식을 구하여 라. 

2) 이 함수의 단조구간을 구하여 라. 

3) 쇠의 [ — 1，幻에서의 최대，최소값을 구하여라. 



4) 그라프를 그려 라. 

(■[) 1) y ' - 12 x 2 -\-2 ax-\-b 

= 1 과 x = - 1 에서 극값을 가지므로 
2 

( 3V 3 

12- - +2公•으 + 公 = 0 

< UJ 2 

12-(-l) 2 +2a-(-l) + Z> = 0 
. . u — —3, 公 = —18 


.. y — 4 x 3 — 3 x 2 — 1 8 x + 5 
2) y ' = \2 x 2 -6 x -18 = 6 (x + lX 2 x -3) 


X 

X < —1 

x = -l 

, 3 

— 1 < X < — 

2 

3 

X = — 

2 

3 

■ X 〉一 

2 

f 

y 

+ 

0 

- 

0 

+ 

y 

z 刀 

少극대 = 16 

、公 

61 

기극소 =一7 

刀 


(一 00 ， -1) U ( - , + oo ) 는 
2 

감소구간 이 다. 

3) 머물점 x = -1, ^■은 [-1, 2] 

2 

에 속한다. 

/(- 1 ) = 16 

/(2) = -H>-f 

따라서 쇠는 [ — 1， 2] 에 

서 최소값 , 최대값(극 

4 

대값) 16 을 가진다. 

4) (그림 13-1) 


증가구간이고 (-1, 는은 



례 11. 함수 /(ᄌ) = (의 2 -1의 극값을 구하여 라. 그리고 구간 
(一。。，+~)， [-2, 幻，(ᅳ1， 1) 에서의 함수의 최대, 최 
소값을 구하고 [一2，幻에서의 그라프를 그려라. 
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(풀이) 


례 12. 


(SOI) 
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y ' = l [ x 2 - l )- 2 x = 4 x(x - l)(x + 1) 

• f '{ x ) = 0 머물점 ■수 1， 0, 1 

/(-l) = /(!)=-! ， /(0) = 0 

；c = 0 일 때 극대값 0 
义 = ±1일 때 극소값.-키 
( — 00， + oo ) 에서 /( x ) 의 최대값은 없고 
최소값은 ᅳ1이다. 

[一 2 ， 2] 에서 /⑴의 최대값은 /(-2) 

= /(2) = 8, 최소값은 一 1 이다. 

( ᅳ1 ，니에서 /( x ) 의 최대값은 /(0) = 0，최소값은 없다. 
그라프는 그림 13 — 2와 같다. 

정 적 분의 기 하학적 의미를 리 용하여 다음의 정 적 분을 구하여 라. 

3 2 

1 ) J(x + 2 、)dx 2) J (| 뇌 - l)ix 

o -1 



3 

1 ) | (x + 2 )dx 는 직선 y = x + 2 , 

o 


x = 0 , x = 3 , j = 0 으로 둘러 싸 
인 제형 OABC 의 면적 이 다.(그림 
13-3) 


J( x + 2 ) dx = T • ( 2 + 5 ). 3 = 부 

0 Z Z 


2 ) y = x -1 = 


- x-l (-1 < x < 0) 
x-l (0 < x < 2) 



L 

I (| x | - \)dx 


직 3 각형 CDE 


와 2 등변 3 각형 ABC 의 면적의 

차이 다. 

2 


즉 J (| x |- \)dx : 


Si — S 9 



(-1,0) 


I 림 13-4 


AABC 는 jc 축 아래쪽에 있으므로 - S 2 은 [一1, 1] 에서 
의 대응하는 정적 분값이 다. 








2 

| (| x | - \)dx = - S 2 


— x lx 1 - x 2 x 1 


2 


2 



3(1 13. 곡선 j = x 2 과 직선 j j = 2 x 로 둘러싸인 면적 을 구 
하여 라.(그림 13-5) 


(풀이) 포물선 少 = 一 과 직선 j = x 의 사귐 
점은 P ( l , 1)，少 = x 2 과 少 = 2 x 의 사 
귐점은 Q (2, 4) 이다. 

점 P 를 지 나 y 축에 평행 인 선을 그어 
少 = 2;(: 와 사귀 는 점 을 P ' 라고 하면 
면적 S = AOPP ' 의 면적+곡선도형 
PFQ 의 면적 

[0, 1] 에서 2 x 〉 x 之0이므로 



AOPF 의 면적 = j (2 ;c — jc 2 ) & 
0 


[1, 幻에서 2 x > x 2 〉0 이므로 


2 

곡선도형 PP ᄌ Q 의 면적 = ] ᅮ 2 x - x 2 ) 次 c 


S = 


\( 2x 


-x ]dx + 


J ( ix - x 2 


ix = ■ 


례 14. 직 각자리표계 에 서 선분 AB 의 두 끝점 
A , 묘의 자리표는 A (0, r ), B ( H , 
R )( R 〉 r ) 이 다. 

선분 AB 를 jc 축주위 로 한바퀴 회 전하 
여 얻은 회전체의 체적 V 를 구하여 
라. (그림 13-6) 

(풀이) AB 의 방정식 



그림 13—6 
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R-r 

y = - x + r 

H 


(0 < x < H ) 


H 

V 식 
0 



dx 


TT H/-p. \2 / 

Wk r R — r 7 | R — r 

- - x + r a - x + r 

R - 시人 H ) y H 


' R-r \ 

느 A H =^f R 2 + Rr + r 2 ' 

R — r 3 3 V , 


례 15. j = 2 x 2 와 j = ; c -4 로 둘러싸인 도형 의 면적 을 구하여 


라.(그림 13-7) 

(풀이) j = 2_ x 2 과 j = : c -4 의 사귐 점 
을 구하면 P (2， 一2)， Q (8, 4) 
이 다. 

적분변수를 j 라고 하면 [—2， 4] 
에서 기는 모두 

2 

v + 4> — >0 
" 2 

••• S= f (v + 4)- ^— Jv = 18 
-2L 2 」 



2) 련습문제 
- 선택문제 

1. lim 」-- =0 이다. r 가 취할수 있는 값범위는 ( ) 이다. 

«세1 + r 

A . - l < r <— B . r > —— C . r > -1 D . r > — 

2 2 2 

2. 무한같은비수렬의 매개 마디의 합은 9이고 매개 마디의 2제곱의 합 
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은 으과 같다. 이때 첫 마디는 ( ) 이다. 

2 

A . — B . 3 C . 6 D . 9 
3 

3. lim (2 /i - 삯4巧 2 - 足穴 + 3)=1일 때 足 의 값은 ( ) 이 다. 

«—^00' ' 

A . 1 B . 2 C . 3 D . 4 

4. (1 + jc )+(1 + jc ) 2 +… + (1 + jc )” (X # -1) 에서 jc 를 포함하는 마디의 
곁수는 S „ , 一을 포함하는 마디의 곁수는 P „ 이 다. 이때 

lim P,i ~ S " 의 값은 ( ) 이 다. 

나 0 。 n 

A . 1 B . 6 C . — D . — 

2 6 

5. lim (、+ 久)이 존재 하면 lim ~ 과 lim 、 은 ( ) 이 다. 

«—>oo n—>co «—>oo 

A . 모두 존재한다. B . 모두 존재하지 않는다. 

C . 한개 는 존재 하고 다른 한개 는 존재하지 않는다. 

D . A , B , C 세 경우가 다 있을수 있다. 

6. v = /切의 도함수가 /，切 = &«; 2 + 5 일 때 /切는 ( ) 일수 있다. 

A . 3 x 2 +5 x B . 2方 3 +5方+ 6 C . 2 x 3 + 5 D . 6 x 2 + 5 x + 6 

7. 함수 7 = x 3 -3 x 2 의 머 물점 은 ( ) 이 다. 

A . x = 0, x = 2 B . x = 0, x = 3 

C . (0，0)，(2，一 4) D . (0, 0), (3, 0) 

8. /(니는 g (지의 원시함수이고 c 는 상수이다. 

다음 함수들가운데 서 와 다른 원시함수는 ( ) 이 다. 

A . f(x + c ) B . cf { x ) C . f ( x)+c D . f { x ) 

公 

9. / ⑴가 홀함수이면 \\ f ( x\dx = { ) 이 다. (이 Z >〉0) 


A . 


u 

f { x)dx 


-公 


B . 


u u 

f { x)dx - 1 f { x)dx 
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c. 


u u 

f { x)dx + f { x)dx 


D . 


u a 

| f { x)dx + f { x)dx 


-b 


10 . 그림 13 — 8 파 같이 y = /( x ), y = 0 , x = - 1 ? x = 3 으로 둘러싸인 
곡선제형의 면적 S 는 


A . | f { x)dx 
-1 
-1 

C . | f ( x)dx 


B . 


D . 


- 빈칸재우기문제 

11. limV3-V3-V3 ••… 2 ^3 



그림 13-8 


y = / 0 ) 


«+1 ᅩ r «+1 

12 . 이 W 모두 정수일 때 ! 1 


/ \ 1 -« 

n 


13 . lim 

«예、/오 + 1 ) 

14 . 수렬 一 5 . 138 ， - 5.138 8 ， - 5.138 88 ，•"의 극한은 

15 . 함수 /⑴의 도함수는 /。) = 2 戶+ 3 이 다. 

/(— 1 ) = _2 일 때 /( x )-_ 


16 


a 

. weN 일 때 | { x n - x w+1 )rfx 


- 해답문제 


17 . 

18 . 


. 2,3, . n 

X + X +X H - + X 

lim - 

네 x-l 


-n 


의 


값을 구하여 라. 


lim H ^- an-b = 0 일 때 상수 이 의 값을 구하여라. 


19 . 함수 _y = ; c 3 의 그라프의 한 점 P (- l ,- 1 ) 을 잡고 점 Q ( x , x 3 ) 
(;c 균一 1 ) 은 이 그라프의 임의의 점이라고 하자. 

1 ) 직 선 PQ 의 방향곁 수를 ;c 로 표시하여 라. 


200 




















2) 소 =lim^ TO 이 라고 하면 소 의 값은 얼 마인가? 

녀-1 上'’ 

3) 점 P 를 지나며 방향곁 수가 소 인 직 선의 방정 식 을 구하여 라. 

20. ■，= /(«) («eN), 1 f { n )= f { n -\), /(1) = 2 이다. 

lim[/(l)+/(2)+••• + /(«)] 의 값을 구하여라. 

n—>co 

21. 2차함수 y = n(n + l ) x 2 -( 2 n + l)x + l (n e n) 4 주어졌 다. 2차함 
수의 그라프가 x 축을 끊어 내는 선분의 길 이의 총합을 구하여 라. 

22. /(:«:)= a(l_x) 3 +6(1- x)+c 가 주어졌다. /(1) = 1，/’(2) = 2, 

/" ⑶ = 3일 때 이 氏 c 의 값을 구하여 라. 

23. 두 직선 少 = 义 3 +따 와 少 = 义 2 +公 x + c 가 다 점 P ( l , 2) 를 지 난다. 
점 P 에서 공통접선을 그었다면 a , b , c 의 값은 얼마인가? 

24. 함수 y = \ x \ + 2 (-3< x <6) 의 그라프를 그리고 정적분의 기하학 

公 

적의미 를 리 용하여 ]"어 + 2)& 의 값을 구하여 라. 

-3 

25. 직선 j = a 가 두 포물선 j = - x 2 +4 와 j = | x 2 -2 로 둘러싸인 

도형 의 면적 을 2등분한다면 의 값은 얼 마인가? 

26. 곡선 j = 2 x 2 과 j = x 3 으로 둘러싸인 도형 을 ;c 축주위 로 한바퀴 
회 전할 때 생 기 는 회 전체 의 체 적 을 구하여 라. 


3) 자체시험문제 


一 선택문제 

1. 무한수렬 


① 0. 9， 0. 99， 0. 999，•••， 


f 

1 

V 



10 " 


③ 3, 3, 3, … 

④ 1, -1，1, -1, …， (-1)“， … 

가운데서 극한을 가지는것은 ( ) 개 이다. 

A . 1 B . 2 C . 3 D . 4 
2. 다음 명 제 들가운데 서 정 확한것 은 ( ) 이 다. 
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A . linuz w =a 이면 \ ima 2 n - 2 a 

n—>co n—>co 

B . lima 은 = a 이면 lim a n = ^[a 

«—>co n—>00 


C . lima n = a , limb n = 6 이 면 lim — = — 

«—>oo n —누的 «—>oo b b 

D . \ ima n = a , limZ? w = 0 이 면 lima w Z? w = 0 

«—>oo n—>co n—>cc 

3. 함수 j = /( x ) 의 뜻구역은 M , 그의 도함수 /，( x ) 의 뜻구역은 N 일 
때 M , N 의 관계는 ( )이다. 


A . M = N 


„ 사 2 

4. 함수 y = —— x 
ᅳ 3 

( ) 이 다. 

/ 1 


B . MCN 

f 1 

幻 M - 

V 次 . 


C . MDN 


D . MHN =0 


x 


-2 x + 4 ( a <- l ) 의 증가감소구간은 


A . 

卜，스: 


B . 

次 



1 

1 

、次 ) 

C . 1 

(- 00 , a ) Up ~, +oo 

D . 

( 1 

- 的，一 


\a 


U ( 次 ，+ 


00 


2 

5. /rjx 2 dx - fe - ( ) 을 표시 한다. 

1 

A . = x 2 과 직선 少 = 0 ， x = 1, x = 2로 둘러싸인 곡선도형의 면적 

B . 7 = ᄌ 2 파 직 선 = 0, x = 1, x = 2 로 둘러 싸인 곡선도형 을 x 축 
주위로 한바퀴 회전시킨 회전체의 체적 

C . y = x , 7 = 0，' = l,x = 2 로 둘러싸인 곡선도형 의 면적 

D . y = x , j = 0，' = l , x = 2 로 둘러 싸인 곡선도형 을 x 축주위 로 
한바퀴 회전시킨 회전체의 체적 

- 빈칸재우기문제 


6 . 0 . ( 10 )+ 0 . 0 ( 10 )+ 0 . 00 ( 10 ) + … =_ 

7. A 농 0 이 라고 하면 lim ---=_ 

나 00 A 사 +B 

8. 곡선 L 에 점 x 밖에서 접선을 그었을 때 방향곁수가 2 x 2 +4 이 다. 

4 

곡선 L 의 방정 식 은 _ 
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9. {4| x ^ 

-2 


dx ■ 


10. = 18( o 〉 0) 이 면 


- 해답문제 


y /|、厂 3 x + 4 y - 4 = 0 



Oi(«i ,o) o 2 o 3 


그림 13-9 


11. 그림 13-9 에서 원중심이 각각 CMayO )， 0 2 ( a 2 , 0 ), …， 
O n ( a n , 0) 이고 대응하는 반경이 각각 r ” r 2 , •••，'，•••인 반원 Ci , 
C 2 , …, C „ , •••이 순서대로 서로 접한다. 그리고 모두 직선 
3 ;c + 4 j -4 = 0 과 접 하고 반원 다는 j 축과도 접한다. 

1) r x , r 2 , r 3 의 값을 구하여 라. 

2) «개 반원둘레의 합 S „ 을 구하여 라. 

3) 반원둘레들의 합 S 를 구하여라. 

12. 곡선 j = 2 jc 3 + jc -3 의 접선과 직선 j = 7 jc -1 이 평행이다. 접점 
의 자리표와 접 선의 방정 식 을 구하여 라. 

13. 함수 7 = /( x ) = ( x 2 -2 x ) 4 가 있다. /를 구하여 라. 

14. 함수 v = /( x ) = x 3 + ax 2 - a (幻! eR ) 가 주어 졌 다. 

1) 가 변할 때 ；c = ; c 0 이 /(ᅬ 의 극값점 이 라고 하면 점 ( x 0 , /( x 0 )) 

의 자리길의 방정 식을 구하여 라. 

2) o 가 변할 때 /(; ᅪ 의 단조구간을 구하여 라. 

15. 포물선 C ： y = 2 x 2 , l x : 점 A ( l , -2) 를 지나는 포물선 C 의 접 

선， 1 2 : 义 = 0(0 부 一1)일 때 C ， / 15 / 2 로 둘러싸인 도형의 면적 S 

를 구하여 라 . 
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종함시험문제 


A 1 차 

- 빈칸재우기문제 

1. 함수 j = 2 A i(x 브 0) 의 거끌함수는 


2. 안같기식 一 <1의 풀이모임 은 

X 


3. 수렬 仁,,}에 서 a , =2, a „ +1 = —일 때 a 4 


4. 


1 + 2 / 


4 


5. sina = — 이 고 a 가 2사분구의 각일 때 tan 2 a 


6. 바른4각뿔의 옆면이 모두 바른3각형일 때 옆모서 리 와 밑면사이의 
각의 크기 는 _ 


lim 


1 + 2 h - h n 


n ，1 + 4 + 7 + … + (3 n - 2) 


8. lim 


x 3 +3 x 2 + 2 x 


나- 2 x - x -6 


9. 2 마디식 


yfx 2 

— + - P - 

2 yfx 


의 전개식에서 상수마디는 


10. Fi , F 2 가 타원 9; c 2 +4;； 2 =36 의 두 모임점 이고 PQ 는 1자를 지 나 

는 활줄이다. APF 2 Q 의 둘레의 길이는 _ 

一 선택문제 

11. 직선 JC + J = 5 의 방향곁수는 ( ) 이다. 


A . arcsin 


r 


V 


石、 




C . arctan (- l ) 


B . arccos 

l 2 y 

D . — arctanl 


V2] 
2 』 


12. 5 개 선분의 길이가 각각 3, 4, 5, 7, 9일 때 이 선분들가운데서 임 
의로 3개 취하여 3각형을 만들수 있는 확률은 ( ) 이다. 


A . 


丄 


B . 


2 


C . 


D . 


2 
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13. 함수 少 = a / 玄 sin;o:.cos;o: 는 ( ) 이다. 


A 주 71 가 f 0J ^ 나 


B. 주기가 1 인 홀함수 


C. 주기 가 i 인 짝함수 D. 주기 가 2 인 짝함수 

2 

14. 타원의 모임 점 은 Fi(-1, 0), F 2 (l, 0) 이 다. 모는 타원의 한 점 이 
고 I FiF 2 | 은 | PFi | 과 | PF 2 | 의 같은차를 가지 는 가운데마디 
이 다. 이 타원의 방정 식 은 ( ) 이 다. 


A. 

X 

+ ^=i 

B. 

X 


16 

9 


16 

C. 

x 2 

+ ^ = 1 

D. 

x 2 


4 3 


12 

3 4 


15. 점 P(x, 乂)의 자리 표가 arcsinx = arccosj 를 만족시 킬 때 점 P 의 


자리길은 ( ) 이다. 

A. 丄원 B. 반원 C. 타원 D. 丄원 
4 4 


16. 다음의 3 개 명제 

1) 직선 o //평 면 M, 직선 6 c 평면 M O a H b 

2) 직선 a //평 면 M, 직선 公 //평 면 M O a H b 

3) 평면 MD 평면 N= <7 , 직선 b H a O b //평면 M 이고 b //N 

가운데서 정확한 명제의 개수는 ( ) 이다. 

A. 0 개 B. 1 개 C. 2 개 D. 3 개 

17. 7 개 수자 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 로 중복이 없이 만들수 있는 서로 다 

른 3 자리 짝수의 개 수는 ( ) 이 다. 


A. 45 B. 90 C. 120 D. 2 160 


18. 함수 y = sinf2x + 



의 그라프는 함수 j = sin2x 의 그라프를 


( ) 하여 얻어 진다. 


A 오른쪽으로 f 만큼 평행이동 


B. 세 卜 뻬 


C. 왼쪽으로 I 만큼 평행이동 D. 왼쪽으로 즈만큼 평행이동 
3 6 

19. 조건 ᄀ ) 公 2 > 公 2 , 조건 니 a < b < cy \ 주어졌다. 조건 ᄀ ) 은 

조건 니의 ( ) 이다. 
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A . 충분하고 불필요한 조건 

B . 필요하고 불충분한 조건 

C . 필요충분조건 

D . 필요하지도 충분하지도 않는 조건 


20 . 


a = 2 i + 4 J + 4 k ' 네 |，| = |)| = |서 이며 

7，돈 는 둘씩 서 로 수직 이 다. 이 따! 知)_ ( 4] )은 ( ) 이 다. 

A . 1 B . 一 1 C . 0 D . - 

2 


- 해답문제 



3 _ 9 2 

21. 함수 y = X ~ X 의 그라프를 그려 라. 

N 

22. 함수 j = — ;c 2 +2 가 주어졌다. 점 P(3, 2) 를 지 나는 접선의 

" 3 

방정 식을 구하여 라. 

23. 곡선 y = -x 2 + 2x + 3 ^4 직 선 j = — 2;c + 6 으로 둘러싸인 구역 이 
있 다. 

1) 이 구역의 면적을 구하여라. 

2) 이 구역을 x 축주위로 회전하여 이루어지는 회전체의 체적을 
구하여 라. 

24. 수렬 에서 «째 마디까지의 합은、해이고 

= s , r s „-i (心 2 )，이 =2이다. 


1) 수렬 



은 같은차수렬 이 라는것 을 증명 하여 라. 


2) lim «* S „ 의 값을 구하여 라. 

«— >00 

25. 3각률 A — BCD 에서 AB=CD = 3， AD=BC = 4, ZBAD=ZBCD 
= 90°, AE 丄평면 BCD 이 다. 

1) 어 기는 직선 AB , CD 는 서 로 수직 이 라는것을 증명하여 라. 

2) 2면각 A — BD — C 의 크기를 구하여 라. 

3) 3각룰 A - BCD 의 체적을 구하여라. 

26. 1) 足 가 어떤 값일 때 직선 /: x-j + l = 0 이 곡선 

jc 2 +2jc + 소 (jc 2 -/) = 0 을 잘라내는 선분의 길이가 가장 짧겠 
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는가? 그의 최소길이를 구하여 라. 

2) A ： 가 어떤 값일 때 방정식 x 2 +2 x + k ( x 2 - y 2 ) 
는 곡선의 종류를 밝혀 라. 

A 2차 


- 빈칸재우기문제 

1. 함수 j = _ x 2 -1 0) 의 거 꿀함수는 

2. 다음 식을 간단히 하여라. 

一 H 

- 1-sin —— = 

V 5 - 

3. & <0일 때 복소수 所의 삼각형 식 은 

4. 함수 y = v / 2 arcsinx 의 값구역 은 _ 


广 \ 3x+2 

5. lim X =_ 

^°°^1 + x J 

6. 바른 6 면체 ABCD-AiBiQDi 에서 M , N , 모는 각각 
퍄어의 가운데점 이 다. MN 과 Bib } 이루는 각은 a = 

7. 公, 公, c (公〉 스 >신 는 같은비수렬을 이룬다. 그 합은 

27이다. 이 같은비수렬의 공통비는 q = _ 

8. 수자 1，2，3, 4, 5로 30 000보다 크고 중복이 없는 

개 만들수 있다. 


9. 


lim 2« 2 +« +1 

(«' + 1) + («' + 2) + … +{n + n 


一 선택문제 

10. M =^ j ( x , j )( x - j ) Vx = o }, N = {( x , y ) x 2 - j 2 = l }, 

때 厂의 원소의 개 수는 ( ) 이 다. 

A . 1개 B . 2개 C . 3개 D . 4개 

11. x 〉 j 〉 l , 0< a <6 일 때 다음의 안같기식 


1) a x > a y 2) a x > b x 3) a x+y > a y ~ x 
에 서 반드시 성 립하는 개 수는 ( ) 이 다. 

A . 0개 B . 1개 C . 2개 D . 3개 

12. 두 벡 도르 公 = 3/ + 4 y _ , 公 : —i + 2 y 가 주어 졌 다. 
관계는 ( ) 이다. 


0이 표시 하 


AAi, ABi, 
13이고 적은 
다섯 자리 수를 

peMnN 일 


와 b 사이 의 
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A. 


代 


B . arccos — 


C . arccos 


4 一 5 


D. 


代 

~4 


u 7 

13. 한 주기에서 j = Asin(ft «： + 公) 가 义 : 균 일 때 Jmax = 2, x = 


일 때 _ y min =-2 이다. 함수의 식은 ( ) 이다. 


A. v = —sin 
- 2 


( n ' 

X - 


B= ^ = 2 sin 


’2나、 


C= y = 2 sin 


^ X 7T^ 


2 6 


D. = 2sin 


2x + 


7T 


14. 함수 j = a(x 3 _x) 의 감소구간은 


V3 V3' 


이 다. a 가 취 할수 


있는 값범위는 ( ) 이다. 

A. 次 〉0 B. — 1< a < 0 C. a >1 D. 0 < a < 1 


15. 직선 


— — 1 — t 

2 아는 보조변수)가 원 x 2 +_y 2 =4 를 끊어내는 


[y = -3 -bt 

활줄의 길 이 가 4 이 다. 쇼 의 값은 ( ) 이 다. 


A. 3 


B. 


2 


C. -3 


D. 


2 


16. (2x - y ) 4 s ] 전개식에서 가장 작은 곁 수를 가지는 마디는 ( ) 

이 다. 

A. 2 번째 B. 3 번째 C. 4 번째 D. 5 번째 

17. 함수 /(시 = 따 2 + 公 x + c 가 임의의 jc 에 대하여 /(4-x) = f ( x ) 


이고 / 


{ . 


( 이 

arcsm— 

> f 

arccos— 

1 3j 


l 4j 


이 라고 하면 


A. a 〉 0, 公〉 0 B. a < 0, 公〉 0 

C. a < 0, 公 < 0 D. a > 0, b <0 

- 해답문제 


) 이 다. 


18. | 2 + z| = l 일 때 |z-l_ 3 /| 의 최 대 값과 최소값을 구하여 라. 

19. a 가 1 아닌 정 수일 때 x 에 관한 안같기식 
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log a 2 < log fl X 

- (公 + 3^x + 2o + 2 〉 0 

의 풀이모임 을 구하여 라. 

20. 포물선 j = ; c 3 +3 에 정점 A ( l , 0) 을 지 나는 두 접선 AP , AQ 를 
그었을 때 

1) 포물선과 두 접선으로 둘러싸인 도형의 면적 S 를 구하여라. 

2) 포물선과 두 접점을 련결한 선으로 둘러싸인 도형을 ;c 축주위 
로 한바퀴 돌릴 때 얻 어 지는 회전체의 체적 V 를 구하여 라. 

21. 2면각 公 一 PQ -" 의 크기는 60°이다. 점 B , D 는 PQ 에 있고 
AABD 와 ACBD 는 각각 평 면 a , ' 에 놓이 는 한 변 이 2인 바른 
3각형 이 다.(그림 14一 1) 

1) 점 A 로부터 평면 分까지의 거리를 구 
하여 라. 

2) 2면각 A — DC — B 의 크기를 구하여라. 

22. 수렬 { zj ， Z n GC 에서 첫 마디 긱는 

Z { — V 2 (l + /) = 1 을 만족하고 

“ = 】세" (” eN ) 이 다. 

복소수평면에서 복소수 Z „ 에 대응하는 점을 A „ 이라고 

하고 AAiOA 2 , AA2OA3 , AA 3 OA 4> …， A A „ OA „ +1 , •••(◦는 
원점)의 면적을 차례로 각각 S 1; S 2> S 3 , …，、이라고 하자. 

1) Sfelim ( S 1 + S 2 + S 3 + … + S „+ …)일 때 은의 최대값을 구하여라. 

n->co 

2) arg Z n = 分"，〜 = 타 + 分 2 + 分 3 + 分 4 + 分 5 + 分 6 일 때 〜 의 값범 위 
를 구하여 라. 
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답과 지시 


2) 련습문제 

1. B 2. A 3. B 4. B 5. D 6. C 7. D 8. D 9. A 

10. 《 a , 쇼, ceN , a , 스 가 c 의 배수가 아니면 a'.b 는 모두 c 의 배수 

가 아니다.》，거짓，참 11. 2, 3 12. log fl b < log ,, - < log fl b 

公 

13. C , D , D , A , B , C 14. y = x 2 + l ( x < 0) 15. e 2 16. 홀 

17. 0< a < l 일 때 (一 00 ， 2], a>l 일 때 [2， + oo ) 

18. log 2 ( ᄌ 2 -5ᄌ+ 8)= 1 로부터 Xj = 2, x 2 = 3 즉 B 아2, 3}, C 예2, 

一4}， Af 1 BD 0 이 므로 AflB 는 비지 않는 모임 이고 이 다. 

2安 A ， 一4安 A 

... 3 eA 

... 3ᅳ 一 3 ct + q 一 19 = 0 
a = 5, a = —2 

a = 5 일 때 AflC = 0 이 모순되 므로 버 린다. a = -2 는 문제 의 뜻 
에 맞는다. a = -2 

19. aeB 이면 a , a ^ A 즉 x e A 

Be A 즉 豆는 元의 부분모임이다. ACB 이므로 6 eA 이고 
公 在 A 이 면 公 e A , 公 在 B 
... B c ; A 

B 의 원소는 모두 A 에 속하고 A 에는 B 에 속하지 않는 적어도 
한개 원소가 있다. 

20. 거물안명제《실수 지少 에 대하여 义 = 少 이면 戶 =_ y 2 이다.〉〉를 증 
명 하자. 

x = y => x-y = 0=>( x + vX ^ - j ) = (x + j )-0 = 0 
=> x 2 -_ y 2 = 0 => x 2 - j 2 = 0 =^> x 2 = v 2 
두 명제는 서 로 거꿀안명제 이므로 주어 진 명제 가 성 립한다. 

21. (그림 14-2) 

22. x = 2 또는 x = — 1일 때 분모가 0이고 분자는 0이 아니다. 방정식 
少 ( x 2 _ x _2 )=jc + 4 를 만족하는 풀이를 구하는 문제로 된다. 즉 
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> a 2 -(y + l)x — 2 (_y + 2) = 0 

;c e R 에 대 하여 D = (y +1) 2 + % y{y + 2) 느 0 이 고 2 차마디 곁 수 
j ; 보 0 이 므로 함수의 값구역 은 



/ T " =/( 幻0-/(公) 

\b) 

2) f { a n )= f { a n l ■ a )= f { a n l )+ f ( a ) 

= /( 노 1 - 2 • a )+ f { a ) = … = nf { a ) 


24. Vl + x 2 > | x | 이 므로 x + Vl + x " > x + | x | ^ 0 
즉 y >0 
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... y-x = Vl + x 2 

2 _ 1 

량변을 2 제 곱하면 JC = 37 - ( 少〉 0) 

2 少 

따라서 구하려 는 거 물함수는 J (x > 0) 

2 x 

25. x <0, x ^ -4, x 2 - x -6 > 0 

따라서 뜻구역은 (一一 4 )U ( —4，一 2) 

26. a 之 6〉0 이라고 하면 a - b > Q , — > 1 

公 

f 、、(卜 b 

지수함수의 성질로부터 | - >1 

\bj 

0< a <6 라고 하면 a-b <0, 0 < — < 1 

公 

마찬가지 방법으로 

f \a~b 

이 / 7 GR + 일 때 - 즉 a a - b > b a - b 

W 

. . a b > a b 

3) 자체시험문제 

1. B 2. D 3. D 4. A 5. A 6. D 7. 2< x <3 이면 

jc 2 - jc -6<0 이므로 참 8. ( —①， -) U (-, + oo ) 

7 7 


9. j = log 3 ^ (0, l ) 10. (- oo , 幻 , [2, +oo) 
l-x 

11. /( x )+ g ( x ) = ^ — ① 

x -1 

f ( x )- g ( x )= 一 l — ② 

- x -1 

① + ②하면 



X 



12. PQ=jc (0< jc <1) 이라고 하면 PN =4 -x 


212 



, x AQ 
AAPQcoAABF 이므로 一 = —즈 

1 2 

즉 AQ =2 ᄌ， PS = 2 -2 x , PM = 2 + 2 x 
따라서 직 4 각형 PNDM 의 면적 


S ( x ) = (4 - x)(l + 2 x ) = -2 x —— 

V 2 

네 0,1] 이므로 S max =12 


25 

+ 一 
2 


13. 7 = 9 义 이 므로 x = log 9 j ； (x g r) 

/ _1 (x) = log 9 x 
. 、 / 1 (3'+6) = log 9 (3 ， +6) 

14. (그림 14-3) 

1 _1_ = 2 ^ lg(j + l)-lg2 = 2 

log(v + D^ log 나 lg^ 

비 g 부 = lg ᄌ 2 :나 (7 +1) 

= x 2 (x > 0, x ^ 1, > -1, ^ 0) 

y = 2x 2 -1 (x > 0, x ^ 1, y ^0) 



2 . 

2) 련습문제 

1. 2, ± V 3 2. f { x ) = {a + b + c ) x 2 - {be + ca + ab)x + abc 

2 / 2 

3. 1) a + 6 균 0 일 때 x = - - , a + 6 = 0 일 때 없다. 또는 

a + b 

x = 0, x = a + b 2) {(2, V 2), ( V 2 , 2)} 3) { 니 5 " 129 ， — 4 , 

2 

ᅩ 6} 4) {3} 5) a e 0) U {1, 2} 일 때 0 ， a e (0, 1) U {1, 2} 

U {3} 일 때 x = a + 2 , a e {2, 3} U {3， +«>} 일 때 x = a ±2 6) 

x = — + n 7 r 7) * x >3 일 때 모든 수， : c <3 일 때 없다. 4. 

2 

7 1 

-~< k <-3 5. a <- yf 6 6. 19살，15살，12살 7. 0 또는 一 

2 100 
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8. 10 L 9. 3:4:6 10. 16 번째 11. 120^™^, 150^^ 


3) 자체시험문제 


1. A 2. B 3. 2 
2) a + 6 굳 0 일 때 



2(1 -幻戶 - ab - b 2 ) 
3( 公 + b ) 


5. 1) {— 2 }U [2, + go ) 


次 + 公 = 0 일 때 1 — a 2 _ ab _ b 2 = 1 _ a 2 ， 

以 = 土 1 일 때 임의의 수, 以굳±1일 때 풀이는 없다. 

3) {(3, 5, 2), (5, 2, 3), (5, 3, 2), (2, 3, 5), (2, 5, 3), (3, 2, 


5) } 4) { (-송， i ，- i )} 5) {(4 , 9 )，(— 4 ,，( 9 , 4 )，( 9 , ᅳ 4 )} 

6) {(5, 5)} 7) {10— \ 2,10 3 } 6. (략함) 7. 8, 6 VlO 8. (략함) 


3. 

2) 련습문제 

1. D 2. C 3. A 4. C 5. B 6. D 7. A 8. D 

9. { x\2k7r < x <2kn + y, 2k 刀; + <x < 2{k + \)k ( A : g z )} 

10. ( — 4, 0] 11. 7i 12. V 조，一， —V 조 ，— 13. 1 

4 4 

… 시니 sec 2 X 1.2 2 

14. 왼변 =- 厂 =--— sm x = tan x ? 

cosec x cos x 

/ . \ 2 

sinx 

1 - 2 2 

^ ,, v cosx ) sin x(cosx-sin x) 2 

오른변 = - 누 = ——^- - 可 = tan 2 x 

cos 시 cos x(sinx-cosx) 

sinx j 

sinlOO_cosl(T| _ COS 10°-sinlOO ] 
coslOO -sinl70° coslOO - sin 10° 

16. 1) y = (sin 2 x + cos 2 x) 3 -3sin 2 xcos 2 x(sin 2 x + cos 2 x) 

= l-3sin 2 xcos 2 x = 1 sin 2 2x 

4 


l 1 - 

15. 주어진 식 = j 
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, 3 1 - cos 4 x 5 3 . 

= 1 - = —+ - cos 4 x 

4 2 8 8 

따라서 이 함수의 주기는 !이다. 

2 


2) j 


. X . X 

sm - sm - 

2 2 


따라서 이 함수의 주기는 2 tz ■이다. 


18. 1) (sinA + sin 5 A ) + sin 3 A = 公 을 풀면 

2 sin 3 Acos 2 A + sin 3 A = a 

sin 3 A (2 cos 2 A + 1) = a ① 

(cos A + cos 5 A ) + cos 3 A = 公 

... cos 3 A (2 cos 2 A + 1) = 6 ② 

公 굳 0 일 때 ①을 ②로 나누면 tan 3 A = — 

公 

2) ① 2 +② 2 로부터 얻어 진다. 

19. 1) /(x) = 1- sin 2 x + 2 msinx -2 m -2 

= - sin 2 x + 2 m sinx - 2 m - 1 
= -(sinx — m ) 2 + m 2 — 2 m - 1 

문제 의 의 미 로부터 m < 0 ， x e 0, — 

L 2 」 

따라서 siro : = 0 일 때 / Cx ) 는 최대값 -2 m -1을 가전다. 즉 
x = 0 일 때 /(시는 최대값을 가전다. 

2) /(x) 가 항상 0 보다 작으므로 /(x) 의 최 대 값은 0 보다 작다. 

즉- 2 m - l <0 ，m > —— 또한 m < 0 

2 

( 1 一 

따라서 m 의 값범 위 는 一一, 0 이 다. 

、 2 
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20 . 


21 . 


l.C 


f (x) = 2a • - —_ C ，2 ᄌ - 사국 a sin 2x + a + 公 


2 


-2a cos 


2x- 


n 


+ 2ci + b 



„ 71 

이므로 

( 刀 ■、、 


n In 

X G 

0 , 一 

2x - 



_ 2} 


^ 3； 


~3~_ 


성 에 의 하여 —— < cos 
2 


2x- 


n 


코시누스함수의 단조 
<1, a = 0 이면 f{x)-b 이므로 


문제의 조건은 성립되지 않는다. 

a 여 0， a 〉0 일 때 b < f ( x ) <3 a -\- b , -5 < /(ᄌ) < 1 이므로 

!公= -5 즉!次= 2 

[3 a -\-b = 1 ᄀ \b = -5 

/ x [b = 1 [a = —2 

a <0 일 때 3 a-\-b < fix ) < b < 즉 유 

W [3 a+b = -5 卜 = 1 

따라서 상수 이 스는 2와 一5 혹은 -2, 1이다. 

1) 주어진 식 = 승 (l + cosl 46 0 )+ 승 ( l - cos 86 0 ) + cos 73 0 sin 43 c 

= 1 - 승 (cos 34° + cos 86°) + 승 (sin 116° - sin 30 o ) 

1 1 3 
= 1 - cos 60° cos 26° +— cos 26° —— = — 

2 4 4 

2) 주어진 식 = 

2 sin 50° sin 10° 2 sin 50° sin 10° sin 10° 


sin 50° cos 50° cosl0° sin 100° cosl0° cos 10° 
2 cos 40° + sin 10° _ 〜/공 


coslOO 


3) 자체시험문제 


2. D 3. C 4. B 5. 4 6. 


n 
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7 - i + ^- x - f + ^ ( ^ ez) 8 - 3 -、厄여 3 +、厄 
9. 조건으로부터 


sin 2 A = 公 2 sin 2 B 


sin 2 B 


cos 2 B 


식 ①을 갈아넣으면 a 


sin 2 A 
cos 2 A 


? ? a 厂 r 、 ᄎ 2 sin 2 A sin 2 

a tan A = tan B 즉 a --- = - - 

cos A cos 

sin 2 A 

식 ①을 갈아넣 으면 a 2 ^A = — 

cos A sin A 

厂 

즉 sin 2 A ( a 2 b 2 - a 2 sin 2 A ) = sin 2 A (1 - sin 2 A ) 

sin A = 0 또는 a 2 b 2 - a 2 sin 2 A = 1 - sin 2 A 즉 

. ll - a 2 b 2 
smA = ±J - — 


10. y = cos 2 7 TX -2 sin nx cos nx + cos 2 nx 
= 1 - sin 2 nx 


X 

-i 

3 

_4 

1 

_4 

1 

4 

3 

4 

1 

y 

i 

0 

2 

0 

2 

1 


(그림 14-4 를 참고) 

2sin —cos —(cos —— sm — 
ii . 厂一 2 2 2 2 


2cos- 2+ 2sm 2 COS 2 


3 11 113 x 

_ 一 —— — — _ _ _ 1 

4 2 4 4 2 4 


그림 14一4 


. x , x . ᄌ、, x . X . 

sin — (cos — + sm —)(cos —— sin —) / 、 

2 2 2 2 2 . x x . x 

——--------^ = sm — cos —— sm — 

2 cos X + sin X 八 2 八 

2 2 


— sinx —— (1- cosx ) = — (sinx + cosx ) —— 
2 2 2 V ; 2 

V 2 . ( 1 

= —— sm xH —— —— 

2 l 4 j 2 
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따라서 少의 최대값은 一 (V 。一 1 )，义 의 값은 sin x + 一 = 1 

2 V ^ ) 

... x = 2k7r + — (k eZ) 

4 


2) 련습문제 

1 ᄀ、 5tt n k .7i N 3tt v 4 tt . 71 

1. 1) —— 2) —— 3) — 4) —— 5) —— 6 ) — 

4 4 3 5 5 6 


2 . 1 ) X - n - 


1 1 2 

arcsin— 2) x-n-\- arcsin— 3) x = -arccos— 4) 
3 43 


x - 7 i -\- arccos —— 5) x = ^ + arctan — 6) x = - arctan — 3. 1) 뜻 

3 3 2 

구역 —丄， — ，값구역 [—모，서 2) 뜻구역 —主, — , 값구역 
L 2 2」 L J L 3 3」 

7T ( 3夕石 3夕石、\ 

0, - 3) 뜻구역 (一-， + oo ), 값구역 ——, — 4) 뜻구역 

L 2 j I 2 2 J 

[1，幻，값구역 [-쓰, —] 5) 뜻구역 [-2， - V 3] U [ V 3, 2 ], 값 

4 4 

구역 [0, -] 6) 뜻구역 (一이， 2) U (2, + O 0), 값구역 (0， tt ) 7) 

4 

뜻구역 [0, 1], 값구역 [0, -] 8) 뜻구역 (0，+~)，값구역 ( J - , 

2 V 71 

+ OC ) 4. 1) ^ 2) ^ 3) -I 4) ^ 5) 1 6) -브 

24 10 9 10 77 

58 1 . . f 「穴 ■ 刀’!、 

33 4 l L 4 4 」J 

( jr 

2) y = 2 tan x x e —, —— 6. (략함) 

l 2 2 J 


7. 1) x { -kn arctan—, x 2 =k7r-~{keZ) 
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2) Xj = Att + arctan —, x 2 = 뇨 +1 (足 g Z ) 

3) x l = 2 k 刀; + 2 arctan x 2 = 2 kn - 2 arctan 2 (k eZ ) 

4) x { = (2 A : +1) 穴’， x 2 = 2 kn - y ( A : g z ) 

fl 、l 

5) x - kn -\- arctan — tan 6 (k g Z ) 

U r 

6) x = 2k 刀; + — ( A : g z ) 

3) 자체시험문제 

I. D 2. B 3. B 4. C 5. C 6. C 7. B 8. A 9. D 10. D 

II. 1) y 2) ᄌ〉0 일 때 j = 0, ᄌ <0 일 때 y = 3) x - kn -\- 

— ( A : g Z ) 12. 뜻구역 - __— , 오 "네 ， 값구역 -arcsin 丄, — 

4 [2 2 J L 4 2 」 

13. -a/ 2 < a < V2 , x - kn ± arcsin(V3-a 2 -1) (A: g Z) 

5. 


2) 련습문제 

C 2. C 3. D 4. B 5. A 6. C 7. D 8. B 


5 f 6 V f4)_4 5 _ 

9. log ^ 一 < — < 一 10. — , 一5 

!4 l7j l5j 6 


11. X G -CO, 


-2 + V6^ , / 2 + V6 


12 . > 


13. x g — , 0 U 0, — 

、 2 ) I 2 


14. x e 0, — 15. x — —, v — —1 

I 16 2 ’ 


_ A 7T), An 7 V 11 ^ 1 

16. x e 0，— U —， 一 7 t U —丁 t , 

L 2 M 2 6 JU J 

17. a〉l 일 때 * x<a + l , g = 1 일 때 0， a<l 일 때 x > a + 1 
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18. 0 < x < — 또는 _ x ：<; c <4 19. a = 0 또는 a = 

4 

20. (증명 ) 비 교법 을 리용한다. 

a 1 b c a-b a—c b-a b—c c—a c—b 

公 .公 .C 


a+b+c 

( abc ) 3 


a 크 

3 

■b 

3 3 

•c 

3 ' 3 

，公、 

a—b 

~Y~ 

ft } 

b—c 

~T~ 

f a 、 

a—c 

、bj 




[cj 



a-b 


으 >1, 므=으〉0이므로 
b 3 


>1 


b-c 


같은 방법으로 

a i b c 

公 • b • c 


>1， 


公 

c 


>1 


a+b+c 

( abc ) 3 


a+b+c 

>1 즉 a a - b h - c c >( abc )~ 


21. (증명) 왼변: 


log „( n - l )- log H (n + l )< 
log ^( n 2 - l ) log ； n 2 


log„(n + l ) + log „( n - l ) 


2 


< 


1= 오른변 


4 4 

22. (증명) 次 + 公〉 c ， 公〉0， b 〉0, c 〉0 이므로 
a 


왼변: 


公 a b 
> 


1 +a 1+公 l + a + 公 i + 1 


a + b 


> 


1 + 


1 1 + ( 


:오른변 


23. (증명) jc >0, 少>0, z >0 이고 


+xy + y 2 


y X + l 


+ 스/ 베 
4 2 
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마찬가지로 、 Jy 2 +jz + z 2 


서 


+ V^+ Z 

4 2 


이므로 、 jx 2 +xy + y 2 +^ y 2 +yz + z 2 >x +j 
24. x + j ； + z = l 이므로 


+ z 


( n 

f 0 

( p 

f 

i+- 

1 + - 

i+- 

— 

V x) 

l y) 

l z) 

V 


1 + 


x + y + z 


x 


1 + 


x + y + z 


y 


i + 


x + y + z 


1 + 1 + 


少 + z 


V ^ . 

3) 자체시험문제 


1 + 1 + 


x + z 


y 


i + i + 


' + 少 


> 4 • 4 • 4 = 64 


1. A 2. B 3. A 4. D 5. C 6. x > — 7. l < x <2 

2 

8. 公 : 一12 ， b = —2 9. | x|x < —2 또는 一 1 드 ᄌ < 0 또는 x > 0} 

1A 1 3- V 37 3 + V 37 

10. x > — 11. - < x < - 

2 2 2 

12. 1) a〉l 일 때 一1< jc <0 또는 jc 〉1 ，a = l 일 때 0， 

0 〈 公 <1 일 때 x < -1 또는 0< ᄌ <1 

2) l < x < a 또는 0<ᄌ<丄 

a 

13. (증명) 사〉0， x 2 >0, /( x 1 ) = log 1 x l9 /(사네매丄 ᄌ 2 이므로 

2 2 


- [/( X l ) + /(^ 2)] = 2 


logi 지 +logi x 2 


「 log 고 - x 2 ) 


/ x 1 + x 2 A 

一 Y ~ 


： logi 


x x + x 2 

一조— 


으 log! 나 x r x 2 = 士 10 引 (지 -x 2 ) 


따라서 안같기 식 ’(刀 O + ’ Ch ) > 


2 


14. (증명) 


1 


4 


> 


1 


/ ^1 •ᄌ2 、 

2 

4 


가 성 립한다. 


cos 2 a sin 2 幻 r(sin2 厂 ) 2 cos 2 a sin 2 a 


1 + tan 2 a + 4(1 + cot 2 a) = 5 + tan 2 a + 4cot 2 a 
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>5 + 2 tan a • 2 cot 幻 r = 5 + 4 = 9 

15 . x 2 + y 2 =4, x 2 + y 2 . =0 

max min 

16. 1) a x+1 + a x ^ 2 = ( a 2 + a 2 )- a x , a 2x - ( a 2 + a^ 2 )a x +1 < 0 

즉 예 - a 2 )^- a — 2 ) < 0, 0 < a < 1 일 때 a 2 < a 2 
a 2 < a x < a 2 

따라서 一2<义<2, a〉l 일 때 a 2 > a 2 즉 a 2 < a x < a 2 
따라서 一2< x <2, a = l 일 때 0 

이로부터 a 부 1 일 때 안같기식의 풀이 一 2 < jc < 2, a = 1 일 때 0 
2) x 〉 l 일 때 

log , (X + 1) > log , x = l , log x+1 X < log 내 (x + l ) = l 

따라서 JC 〉 1 은 안같기 식 의 풀이 이 다. 

0 < 义 < 1 일 때 

log A .(x + l )<0, log 베<0, 


log r (x + l ) 

!ogx + i ^ 


log^(x + l ) = log^(x + l ), 


0 < log^.(x + l ) < 1 즉 log x (x + l ) < 1 


log r (x + l)>-l = log 

따라서 련립안같기식 


X 

0 < x < 1 


J5-1 

1 의 풀이 0<1<1느一^은 안 

— > x + 1 2 

U 


같기식의 풀이이다. 

따라서 안같기식의 풀이는 


)X\X > 



0 < x < 


V5-1 
2 


6 . 

2) 련습문제 

2 

1. 27, 26 2. a ,, =- 우 — 3. ±2、 J 국 또는 ±2心/ 4. 같은차，같 

1 
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(4" - l )(4 n+1 +1) 


은비, 같은비 5. = 27 6. S H = 2 m + 

1 , ᄀ \ ᄋ 1 1 1 

7. — (n + 2 — tn ) 8 . —— I— r -1 — i - 

2 2 k 2 k +1 2 k +2 

10. D 11. D 12. D 13. C 14. A 

15. 복소수의 성질 z 7 =-1 로부터 


3-4" 


+ • 


1 


2 k +2 k - 


9. B 


-i 182 i 26x7 -i / 7 \ 26 -i -i 

C _ l_ z _ l_ z _ l_( z ) _ 1-1 _n 

^182 — — — _ — U 


1 -Z 

(1+181)x181 

적은 Z ^▽ 


1 -z 1 -z 1 -z 

91x181 / „7\13xl81 / i\13xl81 


(모 ，) 1 


(—l ) 1 


—1 


16. a 。=3 + («- l ) lg — = 0 으로부터 


3 + 3 + 91 g 


10， S 


2 


xlO 


10 


2 


：(6-91 g 2) x 5 = 16.455 


따라서 첫 10 번째 마디까지의 합이 최대로 되며 최대값은 약 
16.5 

17. (증명 ) 수학적 귀 납법 을 리용한다. « = 소+ 1 일 때 원과 다른 灰개 
의 원들은 2 소개의 사귐점을 자진다. 이로부터 평면은 2 k 
개 부분으로 더 갈라진다. 즉 

( k 2 -k + l )+2 k = k 2 +k + 2 

따라서 (소 + 1) 2 -(소 + 1)+2 개의 부분으로 갈라진다. 


18. 수렬 1, 丄，丄，丄, 
3 6 10 


_에 대 하여 일 반마디 는 

1 2 


이고 합은 
S 


1 + 2 + 3 H - h n n{n + 1) 

2 


1 + i + i + 丄 + ... + ᅲ 

3 6 10 n{n + 1) 


2 


( 11111 

1 1 ^ 


( 1 "i 

1 —— +-+-+ 


= 2 

1- 

ᄂ 2 2 3 3 4 

n 


l n + lj 


19. 1) (증명 ) y n - n{n + 2) x 2 - 2 {n + l)x +1 
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포물선의 정점을 ( x 0 ,7 o ) 이 라고 하면 


ᄋ n(n + 2 ) ， ° n(n + 2) 

이므나-네 우 


: -(n + 1) 


■을 갈아넣으면 


2) X ； + x 2 


4 -yl +y 0 =0 

따라서 U Q , 가)은 쌍곡선 _ x 2 3 4 -_ y 2 +_y = 0 에 있다. 

2{n + l) 1 , 고 

— \ ^ -V- . -V- — 이 X그 무 


' n{n + 2) ? 1 2 n{n + 2) 

| x i ~ x i\ ~ ( X 1 +x 2 Y ~4x^2 


2 n 2 (n - 


지 - 사 


수 之 7 丄 + 느나그 —느丄 

t^k(k + 2) 3 2 4 3 5 n n-2 


2 n-\-l n + 2 

20. 1) a 2 a x -2a x +1 = 0, 

3 

公이므로 a 2 = — 그러면 次 ! •次 2 =3 

또한 a 3 a 2 -2a 2 +1 = 0 

4 3 4 

• • ci 즈 — — ? ci'ci ，조 幻"즈 — 2 • — • — — 4 , — 2 이 +1 — 0 


. . Cl^ — , Cl 2 ^ 2^4 — ) 

2) a l a 2 a 3 ••• a n = n + \ 

(증명 ) (1) n = 2 일 때 이七 = 3 은 성 립한다. 

(2) n = k 일 때 성 립 한다고 하자. 즉 

/I A 、— 1 

a l a 2 a 3 •♦• 公소 = 先 +1 ， a k =- 
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穴 : 足 + 1 일 때 次쇼 +1 아 一2 公소+1 = 0 이므로 


2 a , -1 k + 2 


게 


a k k -\-\ 


그러므로 

a l a 2 a 7> … a k a k 사 ={k + l)c 
八 + 2 


k+\ 


(소 + 1) 


k~\~l 


♦ + l ) + l 


(1) 과 (2) 로부터 V «£ N 에 대하여 성립한다. 

3) 자체시험문제 

4« - 1 „ , ᅳ 3 1 

1. a n — - 2. x = log 2 5 3. S = — 4. a 4 a 7 = 一 

6 n-l 4 2 

5. Vn " — 16. ci n = — {가기 — yi + 2) 7. B 8. D 9. C 10. D 11. B 

12. A 

13. « = 1 일 때 

시 , X 1+ COSX cosx 1 

왼변 = cot__cotx = - 

2 


>1 이므로 안같기식 


smx 


sm x sin x 


은 성 립한다. 


X 


n 서 1 대 cot 네나가 성립한다고 하면 ”세일 ᅰ 


cot- 


X 


1 + C0S 


X 


)k+\ 


cotx 


r 


cotx 


sm 


x 

一 + 


sin 


x 




cot 」 누 
2 k 


-cotx >1 +A ： 


T 


따라서 사 = 소 + 1 일 때에도 안같기식이 성립한다. 
따라서 e N 에 대 하여 안같기 식 이 늘 성 립 한다. 
14. /(ᄌ) = ax + 6 라고 하면 8 a + 6 = 15 이 고 

{la + b\Aa + b )~ {5 a + b ) 2 
이므로 a = 4, 公 = -17 
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따라서 /00 = 4« — 7 은 같은 차수렬 

S,,= (- 13 + 14 2 n - 17 )' n ( 2 "- 15 ) 

15. 1) 公 i+1 = 2公 t +公比 2 (灰 e N ) 라고 하자. 주어진 방정식은 
a k x 2 + ( a k + a k+2 )x + a k+2 =0 
이므로 + + 

따라서 A : e N 에 대 하여 ;<： = — 1 은 방정 식 의 풀이 이 다. 


2) 방정식의 다른 풀이는 -■ 


l k+2 


이므로 


l k+2 


■스^ = - 1 - 프 


2 d 


따라서 a t =-\ - 一 1( 다른 풀이 ) 이 므로 


a k +1 


1 

1 

a k +1 

a k-\ + 1 

이로부터 

1、아 +lj 

공통 차는 

-丄이 다. 


2 d 




2 d 


■d 


_으느 

2 d 

1 

2 


2 

16. 1) «/(2)-分(1) = 1, /(1) = 0이므로 /(2)： 

a + b 


，⑶一스/⑵ = 1이므로 /(3)： 
“/⑷_스/( 3 )=1이므로 /(4)： 


a + ab + b 


2) f { n )- 


n-2 


네 3 Z 나…+ 섰，- 3 +" 


!-2 


n-\ i n-\ 

a -b 
a-b 


n-\ 


^n-\ in-\ 


a 


.n-\ 


■ b)c 


n-\ 


*) 


이때 
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(증명) 수학적귀납법을 리용한다. 

(1) n = l 일 때 /( l )=, a °~ f 0 = 

{a — b )a 

(2) n = k 일 때 식 *) 가 옳다고 하자. 즉 


0이 므로 식 *) 이 옳다. 


/⑷: 


a 


k -\ ik -\ 


b K 


- b)a 


k-\ 


足 + 1 일 때 次/(足 + 1)-6/(足) = 1 이므로 

/(. + l )= 1 + ^) ，r 거 내 


a 

k i、k 

a - b 
a k (a - b ) 


\ + b- 


-bp 
少- 1 )- 1 _ 公(ᅡ 1 )- 1 


及 -i 


-b)c 


，(ᅡ i)-i 


따라서 « = 灰 + 1일 때 식 *) 이 옳다. 

(1) 과 (2) 로부터 V«eN 에 대 하여 식 *) 이 성 립한다. 


2) 련습문제 


9. 12 10. 3, 1 11. a + b + \ = 0, 


27 


12. (1 + /)" 




f 


n . . n 
cos — + / sin — 
4 4 



14 

f 

국 > 

1~4 ! +C °j 

n 

계 

( nn 
cos — 


. . nn 
+1 sm —— 
4 4 


1) (1 + /)” 은 실수이 다. 


. rut ᄉ rut - ., / ^ T \ 

sin — = 0 => — = kn =4 n = 4 A : (n e N ) 

4 4 V ' 

따라서 n 의 최 대 값은 4, 대 응하는 실수는 一4이 다. 

2) (1 + 0" 가 순허수라고 하면 cos :^ = 0 이고 sin 스즈부0이다. 

4 4 


nn 


즉 = k 7 r ~\—— rur = Akn -\-2 n n ) 

4 2 V ) 

n = 4 k 2 

따라서 n 의 최 소값은 2, 대 응하는 허 수는 2/이 다. 
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13. 그림 14-5 와 같이 

Z OD = Z OA 、片 ( cos (土 90°) + / sin (土 90°)) 

= (2 + 2/)(l + V3/) 

즉 -2 + 2V3/ 또는 2V3-2V3/ 


14. x 2 +— + x 2 +— =6, 

V X V X ) 




c 

_____R 

D ( 戶〜 


V 、 


0 

X 


그림 14一5 


y = JC 2 + —「이 라고 하면 

X 2 

少 2 + 少一 6 = 0 =>少 = 2 또는 少 = -3 즉 

x 2 + 」 子 = 2 => Xj = x 2 =1, x 3 = x 4 = —1 , 
x 

2 1 _ a _ a/5±1 . _ V5+1 . 

x + ~ = =i> x 5； 6 = 一 -— i, x 7i8 = -— i 

x 2 2 

_ ᄊᄊ Z-l (z-l^\ Z — \ Z — \ Z—Z — Z — Z A 

15. 2 Re - = - 卜 - =- 卜 =— = - rt = — v = 0 

+ Z + 1 \Z -\-\) z +1 z +1 (z + \)\z + lj 

( z-l、l z-1 

Re —— =0, z 부 ±1 ... ——부 0 

\z-\-\) z + 1 

따라서 - 은 순허수 

Z + 1 

16. 1) (충분성 ) |피 = « 이 라고 하면 zz = |z| 2 = u 2 

2 2 2 — 

, , , Z +U Z +ZZ 一 L 厂 

따 라서 -=-= Z + Z -CT 실 수 

2 z 

. . , , 71 、 Z 2 -\-U 2 Z 2 Z -\-U 2 Z 1 乂 1 " 

(2) ( 필요성 ) -=- 가 실수라고 하면 

Z Z 

\z\ 2 z-\-u 2 z = |z| 2 \a + bi) + u 2 {a -bi) 

는 실수이다 . 

... 6 (|z| 2 -w 2 )=o 

그런데 公농 0 ， w〉0 이므로 |z| = t /가 성립한다 . 

17. IzJ 2 = 1 + 2 cos2(l + a) + cos 2 2(l + a) + sin 2 2(l + a) 
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= 2 + 2cos2(l + a), 

|z 2 | 2 = 1 - 2 cos 2(l -a)-\- cos 2 2(1 - a) + sin 2 2(1-a) 

= 2-2cos2(l + a) 

|zj| 2 -|z 2 | 2 = 2[cos2(l + a)+ cos(l - a)] = 4cos2 - cos2a < 0 


18. z 


그런데 cos2 < 0 (O < a < l), cos2a〉0 이므로 |zj| 2 < |z 2 | 
. . \z x I < |z 2 1 


z, -z. => 次 


D Z n 
2 ) 1 + 
3) 1 + 


，、〜 

V 2 


2 

n-\ 


b 


2 


- 1- — / 


n-\ . n-\ 

cos -及 + sm - n 

6 6 


100 

~ 6 ~ 

100 

~ 6 ~ 


17 (마디 )，합은 1 이 다. 
17 (마디 )，합은 / 이 다. 


19. 1) 원의 중심 은 원점 이고 반경 이 ^ 인 원 

2) 중심 이 (1, 1) 이 고 실축이 j = x 인 쌍곡선 

20. z = cosI + /sin 즈 라고 하면 z 7 = 1, 

7 7 


n In 5n 

COS —— h COS —— + COS 


、 r 

+ i 


n . 37r . 5 k 

sm 一 + sm —— 4 - sin 


— 


7 

7 

1 ) ^ 

7 


7 

7 

) 

’ n 

. . n 、 


( Zn 


3;r 〉 


f 5 k 

. . 5 穴 시 

cos— 

+ z sin — 

+ 

cos —— 

+ i sin 

— 

+ 

cos —— 

+ /sm —— 

l 7 



^ 7 




^ 7 

7 J 


z + z 


소 


z l-z 


z-z 


z + 1 


l-z 2 l-z 2 l-z 2 


l-z 


1 


l-cos--/sin- 
7 7 


. 刀■ ..刀' 

1-cos - zsin — 

7 7 

2 -2cos — 

7 
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. 代 

, sm — 

丄 + _ z_ 


71 


2 


1 -cos 


n 

y 


一 + /..-cot 
2 i 14 


n 3 穴 " 5k 1 

. . COS - h COS - 卜 COS - == — 

7 7 7 2 


21 . Zj • Zj = Zj = 4 , z 2 *z 2 




9 이 므로 


Zj -Zj +z 2 -z 2 = 6 [cos(a - p)+i sin((2 - >^)] 

+ 6 [cos(" - a) + / sin ( j 3 - a )] 
= 12 [cos(a _ 岸) + /sin(a _")] 
조건 z x • z x — z x • z 2 — z x • z 2 -\- z 2 • z 2 = 7 로부터 

cos(a] 公 ) = ▲ 


sinZAOB= 


V3 

2 


Saaob = — x 2 x 3 x sin ZAOB 
2 


3V3 


3-V3 3 + V3 


3) 자체시험문제 

1 . 40 2 . 0 3 . {l + 3 /, 1 - 3 /} 4 . 4 - 3 / 5 . ^ ^ 

6 . B 7 . B 8 . D 9 . C 10 . D 11 . 1 ) (그림 14 _ 6 ) 2 ) 

14 - 7 ) 




12 . z = < 3 (cos 쇴 + /sin 多) 라고 하면 i =： — (cos 6 - i sin d ) 

z a 
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(그림 




if L I 

또한 一 z + — = x + z )； ( x , 기 e R ) 라고 하면 

2 l z ) ᅳ 

x-\-iy = ^[a cos 6 + ia sin 分 + 次 cos dia sin 0) = a cos 6 

x = acosd 
y = o 
z = acosd 

즉 자리길은 ; c 축에서 중심이 원점이고 길이가 2以인 선분이다. 

13. |ᅬ = 1 이 라고 하면 

인 변 一 1 Z l :。 = Z 1 _ Z 2 

|zj 1- 수 2 니비、 

조건 이 | z 2 | = l 인 경 우도 마찬가지 로 증명할수 있 다. 

14. (2.'+'. - 32)+ ( log 6 x + log 6 y - 1)/ = 0 

^|2 V+V =32 ^ |x + v = 5 jx ! = 2 타 ( x 2 =3 

| log 6 xy = l \xy = 6 [此 =3 V2 = 2 

8 . 

2) 련습문제 

1. 2, 17 2. A5 - 2A4 +1 = 13 3.1 4. + V 2 / 5.165 6 . 1) C 2 9 

= 36 2) C4 - C 2 S + C5 - +2 = 72 3) 다 • 이 + C 卜 C 호 + C 卜 

(：5 =120 4) - C5 + C 4 4 - C *=25 5) C4 • C 卜4 7. 1) C * • 

C 卜 882 2) C * - C ^+ C ^ - Cl + C ] - C *+ C 5 7 =4242 3) C9 + 

C 9 - C * + C9 - C ) =2646 4) C 쇼 =3003 5) 아 =364 6 ) C 요 . 
C 卜 2002 7) C] - Cl+C] - C *=2079 
m _ 2 

8 . n — W + 1 — 3 .•. 사 = 34, m = 14 

m +1 3 

、 n - m 4 

9. 1) x >4 2) 7< jc <12 10. 3432 W 11. C 4 9 - C ] - 8=10080 
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+ • • • + 4n +1 


12. 9 n =3 2 " =(2 + l ) 2 ” = 4 n +2 n .2 2 ， 卜 1 + (乂2 2 "- 2 
... 9 " > 4 n + n - 2 2n ={n + \)- A n 

3) 자체시험문제 

1. C 2. B 3. B 4. n = 2 , 3, 4, 5, 6 5. C 卜 C 卜 A 호 =600 



9. 


2) 련습문제 

1. B 2. A 3 . 있 다. 대 응하는 두 점 들을 맺 는 선분의 수직2등분선들 
의 사귐점이 회전중심이다. 

4. (그림 14-8) A E 

A 와 표에서 BC 에 그은 수직선의 밑점을 Ai , 

따라고 하면 


EEi = AAi =- BC=-BE 
2 2 



따라서 직3각형 EBE : 에서 — BE 이므로 

2 


150° 

ZEBEi = 30°, ZBEC = -=75° 

2 

ZEFC = 90°- ZABF = 90°- (45°~30°) =75° 

따라서 ACEF 는 2등변3각형 이 다. 

5. 그림 14-9 에 서 EFGH 가 직 4각형 이 라는것 을 쉽 게 증명 할수 있 다. 
FE 를 연 장하여 AD 와의 사귐점 을 Di 
라고 하면 AAFDi = ACDH 이므로 

FDi=HD 

한편 BE // DG 이므로 FDizHD 이며 평 
행이다. 따라서 4각형 DDiFH 도 평행4 B 
변형 이 다. 

FH = DDi = AD - ADi = AD-AB 

6. 그리려는 AABC 의 정점 A 에서 나가는 가운데선，2등분선, 높이의 
연장선과 외접원의 사귐점을 각각 D , E , 표라고 하고 외심을 ◦라고 
하자. 활줄에 수직인 직경은 그 활줄과 활등을 2등분하므로 변 BC 
의 가운데점을 어라고 하면 OOilBC 이고 00^1 E 가 놓이며 OOi 
// AF 이다. 
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그리하여 AC ^ 의 연장선이 원둘레 와 사귀 는 점 이 D 로 된다. 
(그리기) 


7. 

9. 


① 점 D , E , 표가 놓이는 즉 ADEF 의 외접원의 중심 O 를 찾고 외 
접원을 그린 다. 

② 점 O 와 표를 맺는다. 

③ 점 표에서 OE 에 평행인 직선을 그어 원둘레와의 사귀는 점을 A 
라고 한다. 

④ 점 A 와 D 를 맺 고 OE 와의 사귐점을 이라고 한다. 

⑤ 점 Or 를 지나며 00^1 수직 인 직 선을 그어 

원둘레와의 사귐점을 B , C 라고 한다. 이때 ᄆ 

AABC 가 그리 려 고 하는 3각형 이 다. 

(략함) 8 . (략함) 

그림 14-10 에 서 와 같이 0 0' 를 맺 는 직 선 
이 원둘레 O ' 와 사귀 는 점 을 F , D , 원둘레 
O 와 사귀는 점을 C 라고 하면 M 


Si — S 부채 형 PC Q 一 S 부채 형 PD Q : 


= S , 


-S 


§2 — 。반원 p C Q 。부채 형 PCQ 

그리고 반원 PDQ 와 반원 

자으므로 


_ J 


、、、 H 


VJ 

년 

%) 


PFQ 의 면적은 


=s 


원 o 


-2 (S 


부채 형 OPQ 


_ S AOPQ ) 


: 刀次 


가 八 ^ 
-2(: 「幻’ 


-a ) 


... Si + S2= (― + -^-)a 2 
3 2 

10. AO 의 연장선에 AO = OB 되 는 점 묘를 찍 으면 B 는 일정한 점 이 다. 
원 O 의 반경 을 r 라고 하고 조건에 맞는 점 P 를 찍 으면 


AQ = QP 

... BP = 20 Q = 2 r (일정) 

즉 점 P 는 묘를 중심 으로 하고 반경 이 인 원둘레 에 있 다. 거 꾸 
로 원둘레 표의 임의의 점을 P 라고 하고 AP 의 가운데점을 Q 라고 
하면 


AO = OB , AQ = QP 



2r 


즉 Q 는 원둘레 O 의 점이며 조건에 맞는다. 따라서 자리길은 점 B 
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를 중심 으로 하고 반경 이 인 원 이 다. 

3) 자체시험문제 


1. B 


2. 세 변을 a , b , c 라고 하면 DE // BC 이 므로 



즉 변 BC 의 2배가 나머지 두 변의 합과 같은 3각형이다 .(2 등변3 
각형，직3각형，바른3각형이 될수 없다는것은 쉽게 나온다.) 

3. (그리기) 

① AB 를 직경으로 하는 원둘레를 그린다. 

② B 를 중심으로 평행직선사이거리를 반경으로 하는 원둘레를 그 
려 두 원둘레 의 사귐점 을 모라고 한다. 

③ P 와 표를 맺는 직선을 긋고 점 표에서 이 직선에 평행인 직선을 

그어 주어 진 두 평 행 직선과의 사귐점 을 A , B , C , D 라고 하면 
4각형 ABCD 는 등변4각형 이 다. 

4. (략함) 5. (략함) 

6 . 조건에 맞는 점 P 를 찍으면 

AP 2 =AB • AC (일 정 ) 


즉 점 P 는 A 를 중심으로 하고 반경 이 、 l AB • AC 인 원둘레에 있 


다. 거꾸로 원둘레 A 의 임의의 점을 모라고 하고 점 P , B , C 를 지 
나는 원 O 를 그러면 

AP 2 =AB • AC 


즉 AP 는 원둘레 O 의 점 모에서 접하며 조건에 맞는다. 따라서 구하 
려는 자리 길은 점 A 를 중심으로 하고 반경 이 、/ AB ‘ AC 인 원둘레 


이다. 여기서 원둘레 A 와 직선 AC 가 사귀는 점 D , E 는 제외한다. 
7. 원의 면적 을 S , 빗선친 부분의 면적 을 S ' 라고 하면 



AB 


2 
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= —((AD + AC)(AD - AC ) + (CB + DB)(CB - DB )) 
8 

AD - AC = CB - DB = CD 이 므 로 
S ' = * CD(AD + AC + CB + DB ) 

= —- CD -2 AB = - CD-AB 
8 4 


: S = —CD : AB : - AB 2 = CD : AB 

4 4 

8 . (략함) 

9. BC=a , AB = Z ) 라고 하고 C 를 A 에 겹 쳐놓 
았을 때의 접은 자리의 선을 PQ 라고 하면 
PQ 는 ACM * 수직 2등분한다. (그림 14-12) 

a > b 

따라서 AB<BC 이므로 점 묘는 PQ 에 대 
하여 A 와 같은쪽에 있다. 따라서 PQ 는 
BC 와 사권다. 마찬가지로 PQ 는 변 AD 
와 사권다. 

AP=x 라고 하면 PC = x 
BP = a - x 
ZABP = ZR 로부터 

AP 2 = AB 2 + BP 2 

x 2 = b 2 + [a - x) 2 

. a 2 + b 2 

. . x ― 

2 a 

PQ , AC 의 사귐 점 을 O 라고 하면 


A o=oc=I AC =I 




PO 丄 AC 로부터 
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\ 


2 ) 


3) arccos 


Vio 


4) arcsin 


V30 


12. 2lV55, -V55 

4 


하나의 

반드시 


po 2 = ap 2 - ao 2 = 


卜 2 +z 시 

2 ( 

f^a 2 +b 2 ) 

l 2a J 


l 2 J 


i 4 +2a 2 b 2 +b 4 a 2 +b 2 b 2 (a 2 +b 2 


... PO = 


4 次 

b 2 (a 2 +b 2 ' 


4 


4 a " 


b 


、l a 2 + b 2 


4 幻 r 2a 

점 O 는 변 AC 의 가운데 점 으로서 직 4각형 의 중심이 므로 

PO = OQ 

PQ = 2 PO = —^ a 2 + b 2 
a 

10 . 

2) 련습문제 

1 . (지시) 두 평행선이 결정하는 평면과 주어진 평면은 반드시 

사귐점을 가진다. 평행선들가운데서 다른 한 직선은 
이 사귐점을 가진다. 

2 . (략함) 

3. BE 丄 AC 되 게 그으면 DE 丄 AC 를 증명 할수 있 다. 

Saabc = Si + Sg + S3 

... S, 


나ᅀ ACD 


^s 2 1+ sl+sl 

3V6 


4. 1) ( 략함 ) 2) 중 5. d 니 (a 2 -b 2 )tm 2 a+ b 2 
6 . 직 3 각형 ASD 에서 SD 2 = AD . OD 의 관계로부터 


SaSDC = S AABC • S AOBC 


7. (V3+l)b 2 8. 2Vl5 9. 


80 V 3 


cm 3 10. 1) arctar 


V 22 

s 

\) / 

1 丄 

+ 

3 一 2 
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3) 자체시험문제 


1. B 2. A 3. A 4. C 5. B 6. C 7. A 8. arctan —， 3 cm 

3 

^ ^ rr , ^ n . 1 sin a sin B 

9. 2 v 3 a 10. —+ arcsm— 11. : 次 

6 4 ^/sin 2 a + sin 2 (5 

12. 、 la ’- +2， b 2 13. arctan - 14. 1 344 cm 3 15. 2 o ( V 2+ l ) 

4 \ ' 

16. -abh 17. (략함) 18. (지 시 ) 먼저 BD 丄 AC 임 을 증명한다. 

6 


19. AE = 1 또는 2 20. 768 cm 2 21. 1) — 2) arccos - 


22 - D (략함) 2) T 23 - D arCtan V 


스현 : 2) 16V3 


3) arccos - 


2) 련습문제 

I. A 2. D 3. B 4. B 5. 있다 6 . V 406 7. 2 8. 

9. 25/ +5y +35^ 10. 승 

II. AC 의 경사도를 소 라고 하면 


tan 45° : 


1-3 소 


, 2 1 ( 14가 

AC 의 방정식은 y —— = — x - 

5 2^ 5 ； 

2 ( 14、 

AB 의 방정식은 y -- = -2\ x —— 


f 1 o N 

련립방정식을 풀면 c 는 ? -- 
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거리공식을 리용하면 

I AC | =2 a /5 , S = 


• M 2 


12 . 


1 


■2 


2 k 


3 


3 k 4 -5 


3 k 2 +13 소一 16 = 0 


16 


k = \, k = -— 

3 

13. 점 P 의 자리 표를 ( jc , 0) 이 라고 하면 

AP 2 + BP 2 =( x -4) 2 +(x-6) 2 +9 = 2( x -5) 2 +12 
；c = 5 일 때 최 소값 12 
... P (5, 0) 

14. A (- a , 0), Bib , 0), C (0, c ) 라고 하면 


D ; 

F . 


b + 0 
1 + A ’ 

— 公 + 乂 b 

l + A 


D , 


0 + Xc 
l + A 


E , 


— Act 

Y+I 


E 


\ + A 


F,= 0 


AABC 의 무게중심 G 
ADEF 의 무게중심 


■ a + Z ? + 0 0 + 0 + c 


G f 


b 


즉 G 


3 U + ^ 1 + 久 

r b-a c 


-如 + 세 


l + A 


1 


Ac 


3 U + ^ 1 + 久 


즉 G 


+ 0 


b 


따라서 같은 중심을 가진다. 

15. 직선의 방정 식을 y = kx , 少一3 = 灰(刀一 1) 이 라고 하자. 

k -3 


두 직선사이거 리가 이므로 


yjl + k 2 


、「5 


k = r k= ~ 2 
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구하려는 직선의 방정식은 y = 丄ᄌ와 y = —x + — 또는 y = -2 x 

2 2 2 

와 2 x -\- y -5 = 0 

16. 직선의 방정 식 이 j_l = 소“一 3) 이 라고 하면 련립방정 식 

\x + 2 y-l = 0 


v = k{x -3) + 1 


을 풀면 x 
련 립 방정 식 


6 k - 1 1 - 2 k 

少 


\ + 2k 


1 + 2 k 


[x + 2_ y -3 = 0 

1)，= 소(方- 3) + 1 


少 


1 + 2足 

r 6 k + 1 \ — k 


„ _ , 6 k + \ 

을 줄면 x = -, 

1 + 2소 

가운데점의 자리표는 , , 

\ + 2k 1 + 2 소 , 

이 점 이 직 선 jc-j — 1 = 0 에 놓이 므로 
6 k + \ \一 k 


l + 2 k \ + 2 k 


1 = 0 


k 


2 


따라서 구하려는 직선의 방정식은 2 x -5 j-l = 0 
17. 차례 로 이 루는 각을 a , 2 a , 3 a , 4« 라고 하면 0 < 4« < 모 이 므로 


0 < 公 < 


代 

~4 


tana = 一이 므로 
4 

2 tan a 3 , 1 

--- = _ 즉 tan a = — 

1 - tan 1 2 3 a 4 4 

1 3 

-1- 

3 4 


tan 3 a 


니 r 4 


13 , 24 

—， tan Acc — — 
3 9 7 
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따라서 구하려는 방정식은 jv — 6 = — (x — 8) 즉 

11 

x -3 j + 10 = 0, j - 6 = — (x - 8) 

즉 13 x -9 j -50 = 0, j-6 = y ( x -8) 

따라서 24 x -7 j -150 = 0 

2 

18. J = X 2 + 灰를 ^- + _ y 2 =l 에 갈아넣으면 

2 x A +{Ak + \) x 2 + 2 ( 소- 1 ) = 0 

포물선과 타원은 서 로 다른 4개 의 사귐점 을 가진다. 즉 우의 방정 
식이 서로 다른 4개의 실수풀이를 가진다. 그 조건은 
D =(4" + l) 2 -4-2-2( k 2 - l )>0 
즉 k 2 - 1 > 0 , 4 소 + 1<0 




17 


<k <-1 


足가 이 구간에서 값을 가질 때 그 매개 사귐점의 자리표는 


X 2 - y + k = 0 ① 


x 2 + 2 少 2 -2 = 0 ② 

을 만족한다. 

① + ②하면 


- ，) 

r n 2 

(\i 

k\ 

2 = 0 즉 그: 4- 

H = 

^ 16 " 

" 2 , 


즉 원을 표시 한다. 

따라서 매 개 사귐점은 모든 방정 식을 만족한다. 


19. x = 2 를 점근선방정식 y 


에 


갈아넣으면 y . 


점 묘의 세 로자리 표가 3보다 크므로 점 P 는 점 근선 j = | x(x > 0) 

과 J 축의 정 방향으로 둘러싸인 구역 에 놓이 고 그의 실축은 반드 
시 J 축에 놓인 다. 
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그의 표준방정식은 4 一 ~ = 1이다. 

a 公 


(베 2 


... a 2 = 9, 公 = 4 
따라서 구하려는 방정식은 


2 2 
少 ^ 


9 4 

20 . Z [ = x + yi , z 2 =' + _ y 7 라고 하면 

x + yi = { x ' + y ’ i)i + 3 = (3 - ,) + x'i 

... x = 3- y ', y = x ' 즉 나 ( x ’ - 5)ᅳ + y ' 2 + 5) 2 + y ' 2 = 6 

\6 x ' 2 _9, 2 =144 (x < -3) 

16 少 2 -9(3- x) 2 =144 
즉 구하려는 자리길방정식은 

16/_9(3_ jc ) 2 =144 (y < -3) 

따라서 (3， 0) 이 중심 인 쌍곡선 아래쪽의 한가지 이 다. 

21. P = 2 C 이므로 곡선 C 2 : j = 4 cx 를 갈아넣으면 


M 을 지나며 어의 기 준선 x = -c 에 수직선을 긋고 그 밑점을 N 이 
라고 하면 


MF 2 = MN =c + - 


2 2 2 

次 _ UC 次 + C 

次 +C 公 + C 


MF X =2a- 


次 + c 公 + c + 2cic 


즉 ^ ^(M' 는 M 에서 jc 축에 그은 수직선의 밑점)， 

MF X 


cosZMF 2 Fi = 
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cosZMF 2 F 1 •cosZMF 1 F 2 = -y 一 — 

b + ap 

22. 1) - 2 (<x -1) + 2 (z + 2) = 0 또는 x — z + 3 = 0 

2 ) - l{x - 2) - 6(y - 6) + (z +1) = 0 
또는 3 x + 6- z - 43 = 0 

2 x _ 8 v _ 1 z + 3 

23. — 24. - = - = - 

9 102 0 136 

25. ( jc -1 ) 2 +(y + 2) 2 +( z -4) 2 =9 

3) 자체시험문제 


I. C 2. B 3. B 4. A 5. C 6. D 7. C 8. A 9 

II. y 12. {증,- 3 } 13 - (_ 8 ， 6 ’ ① 14. 13 15. 2 x 

16. 점 D 가 원점 이 되 도록 공간자리표계 를 만들자. 

1) A (2, 0, 0)， B (2, 3, 0), Di (0, 0, 2), C (0, 3, 0), 
이므로 E ( l , 3, 0) 


... AD2 = { — 2, 0, 2}, AiE = { — 1，3， 2} 
AD X 와 사이의 각을 (9 라고 하자. 


COS0 = 

Iad^Ib^I V8-V14 14 


AD ， .BtE 2 + 0-4 






이므로 


6 - K 


V7 

- arccos —— 
14 


따라서 쇼어와 AE ^ l * 이의 각은 arccos —— 

14 

2) 점 표의 자리 표를 ( x ? y , 0) 이 라고 할 때 

AF = {x -2, y , o } ， FC X = {- x , 3- y , o } 
한편 점 A , F , C 는 한 직선에 놓이므로 AF //FC 


x -2 = y 

-•X 3 _少 

3 x -\- 2 y = 6 


B 10. C 
- y -7 = 0 

Ai (2, 0,2) 
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D^F = { x , -2}, AC = {-2, 3, 0}, D^F 丄 AC 이므로 

D^F - AC = —2 x + 3 y = 0 
f 3 x + 2 v = 6 

따라서 " 이므로 

\ — 2 x + 3 v = 0 


18 

B 

12 

B 


dm — 1 

17. 1) jc = 0, = 


x ■ 


少: 


" DiF={ 몸， i ，- 2} 


m 


m 


m 


-3±yi3 
一 2—— 


2) 2 m 2 -\- m -3 = 0, m = —— , m = 1( 버 린다.) 

2 

2 m 2 + m -3 2 9 

3) - j -= _， m = —— 

m — m 3 8 

1 2 m 2 + m — 3 


4) 


2 ~ 


m 


m 


1 - 


1 2 m 2 + m -3 


2 * 


m 


m 


m 2 +2 m —3 = 0 과 5 m 2 —8 m + 3 = 0 

• i 3 

. . m = -3, m = — 

5 

18. 점 (2，3) 으로부터 2 jc + j + 3 = 0 까지의 거리가 

2-2 + 3 + 3 




2、/J 


따라서 2 ;c + j + 3 = 0 의 임의의 점과 점 (2, 3) 의 거리가 2七보다 
크다. (혹은 같다. ) 즉 안같기 식 이 성 립 한다. 

19. 점 B 의 자리 표를 ( x l5 ᅬ 이 라고 하면 3지-4凡 — 1 = 0 을 만족 
시 킨 다. 점 A 가 선분 BC 의 가운데 점 이 므로 점 C 의 자리표는 
(-6- x 1? 4 — 기) 이고 점 C 는 3;( + 2 _y -13 = 0 을 만족한다. 
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3(-6- x 1 )+2(4- } ； 1 )-13 = 0 
... x x = -5, y x = -4 



sin 公 cos 公 

: c 축에 있다.) 

3) a = — x 2 + y 2 = V 2 (원) 

4 


초점이 기축에 있는 타원 


ji 

5) 公 : 一，ᄌ : ±1 

2 

n x 2 

6) — < 以 < ，—— 

2 1 




: 1( 초점 이 축에 있는 쌍곡선) 


sm 公 cos 公 

7) a = n 자리길은 없다. 

22 . 준선의 방정 식 으로부터 타원의 초점 은 j 축에 있 다. 
a 2 25 c 4 


c 4 a 


즉 a = 5, c = 4, b ■■ 


2 2 

타원의 방정식은 — + ^ = 1 
9 25 


타원의 한 점 A 


ᄌ, 


)ᅴ금: 


X 


을 직4각형의 한 정점 이라고 하면 


A 를 정점으로 하는 내접직4각형의 면적은 S =4 jc .-. a /9_ jc 2 즉 
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뻔-ᄌ뢰 스 

9 { 2 4 


?=급일 때 S 효 대 =900 

즉 가장 큰 직4각형의 면적은 30 

23. 少 = ax 에 수직인 직선은 少 = -즈 + 스 (6는 미정상수) 

a 

곡선의 방정식에 갈아넣으면 

기 2 + (2 + a)y -ab = 0 
••• Ji + J 2 ~ _ 2(2 + a) 

”프上 Zi =_ 박 나+坐土인 

2 2 2 


j； = ax 에 갈아넣으면 


_2 — a _ 2 次 _ u 


j 2 +(2 + a)_y + 4a/> = 0 이 풀이 를 가지 도록 하자면 반드시 

(2 + a ) + Aab > 0 

식 *) 에 갈아넣으면 


■ u + 2 幻 f — 4 


> 0 즉 一2<o<0 


24. 직 각자리 표계 를 설 정하면 그림 14-14 와 같다. 
그림 에서 평행4변형 OQPR 의 한 변 

OQ 는 쌍곡선의 점근선 j = ljc 에 있고 

a 

점 P 의 자리표는 (x 0 , y 0 ), OR 는 


7 = x 에 있 다고 하자. PQ 가 놓이 ' 
a 

직선의 방정식은 


7-70 =-게 



그림 14 — 14 


7 = 를 갈아넣으면 Q 의 자리표는 
a 
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bx 0 + ay 0 bx 0 + ay 0 


2 b 


2 a 


Soqpr = 2 S aopq = 2 


0 


0 


사) 

bx 0 + 公少 o bx 0 + ay 0 


ab 

~2 


(상수) 


2 b 2 a 

25. 점 C 의 자리표를 { x ', y '), AC 의 방향곁 수 (경 사도) 를 k x , BC 의 
방향결 수를 足 2 이 라고 하자. 




y 


x -a 


-， k 2 


y 


X + 次 
/ 


， tanZACB=tan 

±1 


’+ 冗、 


±1 


X 

-a 

x a 

1 + - 

y 

y' 


x - a x + 次 

f 2 . r2 . /-> t 2 


x + y 4 - 2 ay r - a z =0 
GU , 少 )를 AABC 의 무게 중심이 라고 하면(그림 14- 15) 

OG=-OC *) 


, X V 

이 므로 X = 一 ，V = 一 

3 3 

식 *) 에 갈아넣으면 C 가 x 축웃쪽에 놓일 때 

r 、 2 


x 


y - 


a 


C 가 义축아래쪽에 놓일 때 


x 


r 

a 

少+ _ 

v 3 y 


9 


9 a 



26. 2(义 + 3) + 3(7 + 2)- 4 (z - 2) = 0 27. 9 x — y 7 z — 40 = 0 


28. 


x -1 J +3 z -5 


■2 


4 


29. f n 뜨 
91 


30. 


0 , -,0 
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R = 


V 89 


12 . 

2) 련습문제 


C 4 

1. C 2. B 3. B 4. C 5. C 6. 1) -4 =— 

C7 35 

…、 3 3 1 3 

7. 1) —x —x —= —— 

5 4 3 20 

2) A , B , C 가 불합격 으로 되는 확률은 각각 




이므로 A 와 B 만이 합격되는 확률은 



C ^ xC ； _ 18 
—효 —~ 35 


3 3 2 3 

—X—X— =— 

5 4 3 10 

묘와 C 만이 합격되는 확률은 

2 3 11 

— x — x — = — 

5 4 3 10 

A 와 C 만이 합격되는 확률은 

3 111 

—X—X— =—— 

5 4 3 20 

따라서 우의 사건들은 서로 배 반사건이므로 구하려는 확률은 

3 119 

- 1 - 1 -— - 

10 10 20 20 

3) 세 사람 다 불합격되는 확률은 - x - x - = — 

5 4 3 15 

적어도 한명이 합격되는 사건은 3명이 다 불합격되는 사건의 나 
머 지 사건 이 므로 



15 15 

8. B , C 가 일어날 확률을 각각 Pi , 。라고 하면 문제의 조건으로부터 

-X PixP2= — ① 

2 24 
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i-^Vpi)(i-p 2 ) = 7 ② 

v l ) 4 

식 ①，②로부터 

Pl =l ， p 2= T 도는 p != T ' p 2= \ 

3 4 4 3 



X 

0 

1 

2 

3 

계 

9. 

P 

1 

8 

3 

8 

3 

8 

1 

8 

1 


10 . 표의 확률분포는 n = 60, p = ~, 《 = 1 인 2 마디분포이므로 기대값은 

6 6 

m = 穴 •" = 60•丄 = 10 ( 번) 

6 

표준편차는 

ct ( x ) = Jnpq = ./60 —•— = [으 « 2.89 
V 7 ^ V 60 6 3 

믿음도가 95. 4%이므로 

58.6-2*0.5 < m < 58.6 + 2*0.5 즉 57.6 < m < 59.6 

13. 

2) 련습문제 

1. B 2. C 3. D 4. D 5. D 6 . B 7. A 8 . C 9. C 10. B 
a (a > b 일 때) 

11. 3 12. 乂公 또는公(公=公일 때) 13. e" 1 14. -5 — 

/ 36 

b [a < b 일 때) 

15. - x 2 + 3 x + - 16. « 이 짝수일 때 — a n+l , " 이 홀수일 때 
3 3 n + \ 

(x-l) + (x 2 _1)+… + (x w -l) 

x -\ 

x 2 +x + l) + ••• + (x w_1 + x w_2 + … + ^ +1) 


-次" +2 

n-\-\ 

내 x + x 2 + ••• + x n -n 

17. - 

x-1 

= l + (;c + l) + ( 
주어진식 = 
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lim[l + (x + 1 ) + ( x 2 + x + 1 ) + • • • + ( x n ~ l 4 - x n ~ 2 + … + x + l)j 
n{n + 1 ) 


네 

1 + 2 + 3 H - 1 - n = 


18. 주어진 식 = lim 


[ n 2 - lj+2 
+1 


- an-b 


lim 


♦ 


n-\-l 


- an-b 


lim 


z(l -( 


n -\-\ 


- l-b 


... lim n {\- a ) + lim -- lim(l + Z ?) = 0 

«—>00 «—>00 yi -\-\ n —¥< x > 

따라서 lim ᄊ 1 — a ) 이 존재 하지 않으면 주어 진 식 의 극한은 존재 하 

n—¥co 

지 않으므로 문제가 모순된다. 

이 로부터 lim ᄊ 1 - a ) 의 극한은 반드시 존재한다. 

n—>co 

2 


lim - 

n 수 0 n + \ 


b = - 1 , a )= 0 


... a -\, b = -l 


19. 1) K 


jc 3 +1 


PQ 


x 2 -x + 1 


x + 1 

2) K = lim K po = lim ( x 2 - x + l )= 3 

x^-\ x^>-V ’ 

3) y + l = 3 (x + 1)=>3 x-j + 2 = 0 

20. /(1) = 2, 7/(2) = /( l )=>/(2) = ^, 7八3) = /(2)=〉/(3) = 長 

f ( n ) = ^~ r{ne n ) (수학적 귀 납법 을 리 용하여 증명 할수 있 다.) 


Um [，( l )+/ ⑵+ ••• + ‘，(«)] = 

n—><x> 

21 . 7 = 0 이면 n{n + l)x 2 - {2 n + l)x + 1 = 0 
즉 [(/7 + 1) ᄌ - l](ra:-l)= 0 => x 


2 7 


1 一 두 


Pl 게!，、一 n 

포물선이 义 축을 끊어내는 선분의 길이를 비라고 하면 
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나 P 게나-士 

2차함수의 그라프가 x 축을 끊어 내는 선분의 길이의 총합을 S 
라고 하면 


c r I 1 1 I I 1 1 

S = lim -+- 

«— >00 \\ 1 + 1； ^2 2 + 1, 

= limf 1---1 = 1 


\ 1 

+ ... + - 

I n n -\-\ 


22. /(1) = 1이므로 c = -l 

f r ( x ) = 3公 (1 - xf • (-1) + (- 6)， - 3a-b = 2 

f ”( x ) = _6公 (1 _ ᄌ) •(- 1) 


4 4 

23. a — \ 公 = 2 ， c = —I 

24. (그림 14-16) 

6 

| (卜:| + l)dx = 81 

-3 

25. 두 포물선은 기 축에 관하여 대칭이므로 

Si =2[ (-X 2 -\-A)-{— x 2 - 2I dx -\6 


(-3,5) 



I 림 14-16 


직선 j = a 와 = 一 x 2 +4 의 사귐점의 자리표(그림 14-17 )， 

(± V4-a, a]{0<a<A) VA 

V 극 4) 

S 2 — 2 j* — (x 2 + 4) — cijix j 、\ 

= 모년 V 다 (0<a<4) ~T I - 


문제의 의미로부터 

나，부 


-^ 4 -a = — xl 6 
2 


1 

y/ 

r 


t) 

i v _ 

4 



〉_ 

(-2,0)\ 

0 

、、 


八 2,0) X 


4± V 36 


그림 14_17 
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0<公 <4 이므로 a = 4-^36 
ᅲ 256 

26. - 代 

35 

3) 자체시험문제 

1. C 2. D 3. C 4. C 5. D 6. 


100 

891 


7. 


8. - jc 3 +-; c 2 +C ( C 는 상수) 9. 97 10. 3 
4 2 

11. 1) 직선 3그:+ 4少-4 = 0 이 x 축， j 축과 사귀는 사귐점을 각각 


A(l, 


0)， B (0, 1) 


반원 C „ 과 3义 + 4>；-4 = 0 이 서로 접하는 접점을 T „( neN ) 
이 라고 하면 직3각형 AOBco 직 3각형 ATiOi 이 므로 


4 

—— r \ 
3 1 


1 + 


— => r , = — 
2 1 2 


직3각형 AT 2 0 2 ^ o 직3각형 이므로 


厂1 


4 


(，1 + 厂 2) 


4 


에2 


_厂1 


2 ) 


같은 방법으로 직3각형 AT 3 0 3 m 직3각형 AT 2 0 2 

. 1 
. . K = - 

32 

드 = 丄 드 = 丄 

r x 4 ’ 厂 2 4 


일반적으로 


r n _ 1 

r n -i 4 


k } 은 같은비수렬이고 첫 마디는 一，공통비는 一이므로 
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3) S=limS„= 쓰 

«—>00 3 

12. 7' -' y + 7 —0, 1 x — y \ ~ 0 

13. y n = 36 (x - 1) 2 • {x 2 - 2xf + 6{x 2 - 2 x ) 3 

14. 1) f f (x) = 3x 2 + lax 

公 여 : 0 일 때 3x 2 + lax = x (3 x + 2 次) = 0 

/切는 머물점 지 =0, jc 2 =- 증를 자진다 . 

Xj — 0, 乂(0) — _ (I ， — — d, f — Cl = — CI 즈 _ U 

3 y 3 y 27 

, f 2 4 、 

극값점은 (0，—“) 와 — a , —幻즈 — u 
V 3 27 ) 

점 (지)， /( x 0 )) 의 자리길방정식은 

n ] 4 f 3 V 3 

27 { 2 J 2 

1 , 3 

즉 x = 0 과 V = —— x +—x 

2 2 

a = 0 일 때 /( x ) = x 3 

이때 x = 0 은 /(주의 극값점 이 아니며 자리길방정식은 없다. 
2) fl 〉0 일 때 증가구간은 f - oo , luf -— , +ool 


감소구간은 0 


- — ? +co 


252 


a<0 일 때 증가구간은 (- 00 , o)U 





Cl 가 

Si = j* {lx 2 +4x4 - l)dx = - (a +1) 3 
-i 3 

-1 r) 

S 2 = J {lx 2 + 4x + l)dx = —— (a + 1) 3 

a 3 

종합시험문제 

A 1 차 


1. y = log 2 x (0 < x < l) 2. x < 0 또는 



그림 14 一 19 
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값구역 y 


[(x-l) 2 -1 (x > 0) 

(X _ 1)2 + 1 (x < 0) 

22. 곡선에서 점 P(3 ? 2) 를 지 나는 곡선의 방향곁수를 소 라고 하면 


k = x 2 — 2 x 즉 k = 3 2 —6 = 3 
접선의 방정식은 7-2 = 3( jc -3) 이므로 3 x - y -7 = 0 

、 \y ~ —^ + 2 x +3 _ . 

23. 1) r 을 줄면 점 P 의 자리표는 (1, 4) 

[y = -2 x 4- 6 

따라서 빗선친 부분의 면적은 


I [(- x 2 +2x4 - 3) - (- 2 x + 6)}ix 

i 

2) 회전체의 체적은 



3 

/rj (- x 2 +2x4 - 3) 2 - (- 2x 4- 6) 2 


UX ; 


yin 


24. 1) (증명) -- = ^~~’느 = ^ = -1(상수)(«>2) 

s„ S “ S,,-。 a,, 

丄」 

S x a 2 

따라서 띠은 첫 마디가 1이고 공통차가 一1인 같은차수 

IsJ 2 

렬 이 다. 

2) + 그쓰이므로 S „= — 

S„ 2 V ' X ' 2 " 3-2n 

limn -S w = lim 그스一 = 1 

n—>co n—>co 3 — 2 자 

25. 1) (증명) AE 丄평면 BCD 이므로 BE 는 AB 의 평면 BCD 에로의 사 

영 이 다. 

BC 丄 CD 이므로 AB1CD (세 수직선의 정리) 

2) 점 E 를 지 나 EF 丄 BD 되게 AF 를 그으면 AF 丄 BD 
따라서 ZAFE 는 2면각 A — BD — C 의 평 면각이다. 

AABD 에서 AB 丄 AD 이므로 
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AF = AB><AD = — , BF =-, tanZDBC =-, EF = — 
BD 5 5 4 20 


ZAFE = arccos 


9 

16 


3) AE =^ a / 〒이므로 S ᅀ bcd =1.3.4 = 6 
4 2 


V = 


- SH =- V 7 

2 


u 2 -/) =0 즉 


26. 1) 7 = ᄌ + 1 을 갈아넣 으면 x 2 -\-2 x -\- k{x 

x 2 + (2 - 2 k ) x-k = 0 

/과 곡선의 사귐점을 Pi ( x 1? y x ), P 2 ( x 2 , 少 2 )이라고 표시하면 
x x + x 2 =2 k - 2 , x x - x 2 = -k 

(지 - x 2 ) 2 = 4 k 2 -4 A : + 4, 

(少 1 ~yi ) 2 = ( x i "" x 2 ) 2 = 4 소 2 -4k+ 4 


P 1 P 2 =Ol - X l) 2 +Ol -J 2) 2 = 8 


k —l 


소 = | 일 때 |1메최소 =▲ 

2) 곡선의 방정 식 을 정 리하면 

(1 + k ) x 2 +2 x - ky 2 = 0 

① 足 = -1 일 때 j 2 = -2 x 곡선은 포물선이다. 

② 足 = 0 일 때 x 2 +2 x = 0 즉 x = 0 또는 x = -2 두 평 행 선 

③ 足 부一1 이고 소 부 0 일 때 


소- 

k {\ + k ) 

〉0일 때 즉 소〉0 또는 k <-1일 때 쌍곡선， 



k {\ + k ) 
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1 


k(l + k ) 


< 0 이고 


l -\- k 


때 즉 


또는 ——< k <0 일 때 타원， 
2 

1 1 

즉 k = - 


(k + \y k{k + \) 


2 


일 때 jc 2 + j 2 + 4 jc = 0 은 원 


A 2 차 


■ • y 


/x + 1 (x > -1) 2. cos —- sin — 3. - b \ 


In . . Zn 、、 
cos —— + ism 


2 


— 


2 


4. [0, V ^] 5. 


.-3 


6. oc — 30° 


公 


8. 72 개 9. 


J 

4 


P ( l , 3) 



그림 14-20 


10. C 11. D 12. C 13. B 14. A 15. D 16. A 17. B 

18. 그림 1 4 _ 2 0 과 같이 |z + 2 | = l 은 중심이 

(-2, 0) 이고 반경이 1 인 원을 표시 

한다. 

| z-l — 3/| 는 원둘레의 점과 점 P (1, 3) 

의 최 대 값을 표시한다. 

| AP | = 3 V 2 이 므로 

| PQ 卜 |z —1 — 3/|최대 =3 V 2 +1 

| PR | = | z - l -3/| 최소 = 3 V 2-1 

19. 조건 (2 > 0, ci ^ 1 로부머 
fx > 2 

[(x - 2)[x - (a + 1)] 〉0 
fO < x < 2 

[x < a +1 또는 x > 2 
따라서 1) 과 2) 를 종합하면 풀이모임 은 
{ x |0 < x<a + l , 0< a < l}lj { x|x > a + 1, a > l } 

20. 1) 접점의 자리표는 ( x ^ xf +3), 접선의 방향곁수는 2사，점 

A ( l , 0) 을 지나는 접선의 방정식은 


1) 以〉1 일 때 


2) 0< a<l 일 때 


=> x > a +1 


=>0< x<a + l 
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y -0 = 2 xj (x - 1) 

이 로부터 xf + 3 = 2 xj(xj -1) =^> Xj = -1 또는 3, 점 모의 자리 
표는 (一 1, 4), 점 Q 의 자리표는 (3， 12) 

따라서 AP 의 방정식은 y = - 2 ( x - l ), AQ 의 방정식은 
y = 6 ( x - 1) 

S=J(x 2 +3)/x-^-2-4-^-2-12 





16 

T 


2) PQ 의 방정식은 7-4 = 프=으 (x + 1) 

" 3+1 V ’ 

즉 j = 2 x + 6 

... V = [(2 x + 6) 2 - ( x 2 + 3 广 dx = 요갑 8 n 

21. 1) BD 의 가운데점 표를 잡고 AE , CE 를 맺 으면 AABD , ABCD 
는 바른3각형이 므로 

AE 丄 BD , CE 丄 BD 

따라서 BD 丄평면 AEC , BDC 평면 BCD 이므로 
평면 BCD 丄 평면 AEC 

즉 ZAEC 는 2면각 公 一 PQ —'의 평면각이다. 

AE = 2 - sin 60° = V 3 

이로부터 점 A 에서 평면 "에 수직선 AF 를 그으면 


AF = V3-sin60° = - 
2 

2) 점 표에서 CD 에 수직선 FH 를 긋고 AH 를 맺으면 
ZAHF 는 2면각 A — CD — 묘의 평 면각이 다. 이 로부터 


AF = 


2 


점 표가 BC 의 가운데 점 이 므로 


FC = 


V3 

2 


, ZFCD =30° 
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22 . 1 ) 


: FH = —-8^30° = — , tanZAHF =^ = 2 V 3 
2 4 V3 

7 

따라서 2 면각 A — CD — B 의 크기 는 arctan 2 、/I 이 다. 

로부터 시는 ( V 2, V 2) l - 중심 으로 하고 반 

경이 1인 원둘레에 놓인다. 

... 1 < |zj| < 3, 15° < argZj < 75°, 

Z n + X = Zn = \ ( C0S 60 ° + 1 Sil1 60 °) Z » ’ I Z » + l | = ^ \ Z n | 

ZA „ OA „ +1 =60° (« eN ) 

마찬가지 로 

| OA 3 | = ~| z «| > ZA 2〔) A 3= 60。 

따라서 AA 2 OA 3 은 직 3 각형이다. 

한편 AA 2 OA 3 OAA 1 OA 2 로부터 변의 닮음비 는 - , 면적 비 는 

2 

- , 갈은 방법 으로 AAiOA 2 coAA 2 OA 3 --- AA „ OA„ + i 면적 비 

4 

는 丄 이다. 

4 

따라서 Si , s 2 , •••, s „, …은 무한같은비수렬을 이룬다. 공통 

비는 g = 송，첫마디는 

Si = S AAiOA2 = - | OA 1 1 - | OA 2 1 - sin 60° = ~^"| z i | 2 


... S = lim(S 1 + S 2 + ••• + S W ) 

n—>co 
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S max = —V3 

2) ⑴ 15° < 여 <60° 일 때 

w = 0 X + 0 2 + 0 3 + 0 4 + 0 5 + 0 6 
= ^ +( 多 , +60°) + (分 ᄆ +120°) + 

+ (6»! +■) + (여 + 240°) + (分 ! +300°) = 6分 ! +900 
990° < w < 1260° 

(2) 60°<여<75°일 때 分,, e [0°, 360이이므로 

w = 0 l +(e i +6O°) + ( 6 1 +120°) + (여 +180°) 

+ ( 여 + 240°) + (多 1 +300° _360°) 

= 6이 +540° 

900° <^<990° 

(1) 과 (2) 로부터 900° < w < 1260° 
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